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本 书 主要 介绍 快速 数论 变换 的 理论 ,方法 ,应 用 及 其 最 新 进展 . 

数论 变换 是 把 数论 应 用 到 数字 处 理 中 而 得 到 的 一 种 计算 方法 ， 其 特点 
是 : (1) 没 有 舍 和 误差; 〈2) 其 中 某 些 变 换 比 快速 伟 里 叶 变 换 还 快 ， 它 不 仅 
在 数字 处 理 中 有 用 ,还 可 以 应 用 到 多 项 式 , 大 整数 相 乘 等 方面 的 计算 中 去 . 

本 书 可 供 计算 数学 工作 者 、 大 专 院 校 有 关 专 业 教师 、 研究 生 、 高 年 级 学 
生 等 参考 . 
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近年 来 , 利用 复数 域 上 的 离散 侍 里 叶 变 换 (DFT) 对 数字 式 信 
号 进行 处 理 ,这 种 方法 在 雷达 、 通 讯 ,遥感 ,物探 \ 光 学 \ 医 学 等 各 方 
面 都 得 到 了 有 效 的 应 用 。 特 别 是 在 1965 年 ;Cooly 和 Tukey 提出 
了 快速 计算 离散 侍 里 叶 变 换 的 算法 一 一 快速 传 里 叶 变换 (FFT)， 
使 得 原来 直接 计算 DFT 的 乘 、 加 法 次 数 的 阶 由 0CN?) 降 为 
OCNVlog:N7)。 从 而 大 大 节省 了 计算 量 . 这 一 方法 促进 了 数字 信号 
处 理 的 发 展 , 带 来 了 更 加 广泛 的 应 用 ， 例 如 ，FFT 的 提出 , 使 得 
用 DFT 来 计算 两 个 长 序列 的 卷 积 变 得 有 实际 意义 了 , 而 卷 积 运 
算 在 电子 计算 机 科学 和 其 他 一 些 领 域 都 有 广泛 的 应 用 . 

然而 , 在 数字 信号 序列 长 度 N 很 大 的 情况 下 ，FFT 的 计算 量 
仍 嫌 太 大 。 于 是 人 们 努力 寻求 更 快 `. 更 新 的 算法 . . 

七 十 年 代 初 ，Rader，Agarwal，Burrus 等 人 提出 了 构造 整数 模 
M 剩余 类 环 Zw 上 的 DFT， 即 数论 变换 ,这 种 变换 仍然 具有 循环 
卷 积 等 特性 ,并 可 用 类 似 FFT 的 快速 演 毁 来 计算 ， 这 样 , 就 可 用 
数论 变换 来 计算 有 理 整 数 序列 的 卷 积 ,与 FFT 比较 , 它 具 有 更 快 
的 速度 ,没有 会 人 误差 、 不 需要 存 贮 三 角 函 数 等 优点 , 其 缺点 是 变 
换 本 身 无 物理 意义 (不 能 测量 频率 )， 以 及 序列 长 度 要 受 运算 字 长 
的 限制 等 ， 尽 管 如 此 ,数论 变换 的 提出 ,还 是 引起 了 人 们 的 广泛 注 
意 , 一 方面 是 它 的 优点 十 分 吸引 人 :更 重要 的 一 方面 是 数论 变换 把 
数论 的 方法 带 到 了 数字 信号 处 理 中 ,这 从 理论 上 和 方法 上 讲 , 无 疑 
是 一 个 重要 的 进展 .所 以 , 自 数论 变换 方法 提出 后 , 发 展 得 很 快 、 
继 之 又 提出 了 复数 论 变 换 和 二 次 域 上 的 某 些 变换 等 方法 . 

本 书 将 系统 介绍 数论 变换 及 其 进一步 推广 的 理论 ， 以 及 这 些 
理论 所 需要 的 数论 基础 知识 . 

应 当 指 出 ,国外 首先 提出 数论 变换 是 重要 的 ,其 想法 在 数字 信 
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号 处 理 中 也 很 有 意义 ， 但 是 ,因为 数论 变换 的 理论 还 在 发 展 ,数论 
变换 的 应 用 也 还 处 在 探索 阶段 ， 所 以 国外 关于 这 方面 工作 的 研究 
还 不 完善 ，1976 年 以 来 , 我 们 在 学 习 国外 资料 的 基础 上 。 开 展 了 
对 数论 变换 的 较 系统 的 研究 ， 本 书 也 总 结 了 我 们 自己 在 这 方面 的 
工作 : 

1. 利用 我 们 给 出 的 Zw 上 DFT 存在 的 一 组 充分 必要 条 件 , 可 
以 求 出 Zw 上 DFT 的 个 数 ,以 及 得 到 所 有 这 些 变换 的 算法 ,并 简 
化 了 Zw 上 DFT 的 定义 . 

2. 为 了 缩短 字 长 和 进行 二 维 滤波 ,需要 引入 二 维 的 数论 变换 . 
Zu 上 的 二 维 DFT， 国外 只 给 出 了 一 组 含混 不 清 的 充分 条 件 ， 我 
们 给 出 了 充分 必要 条 件 , 以 及 全 部 变换 的 个 数 和 算法 。 用 这 个 方 
法 可 立即 得 到 一 般 Zx 上 w 维 (m > 3) DFT 的 相应 的 结果 ， 而 
且 , 我 们 还 简化 了 Zw 上 的 二 维 DFT 的 定义 ， 并 对 序列 长 度 和 运 
算 字 长 之 间 的 关系 , 作 了 较 细致 的 讨论 ， 

3. 求 复 整数 序列 的 卷 积 ， 就 需要 复数 论 变 换 . 一 般 二 次 域 
RCV mm ) 的 整数 剩余 类 环 上 DFT 的 构造 问题 ,国外 研究 得 很 不 充 
分 ,就 是 限定 模 M 无 平方 因子 的 情况 也 未 完全 解决 。 而 我 们 对 任 
意 的 正 整数 M > 1, 全 部 解决 了 RCV m ) 的 模 M 整数 剩余 类 环 上 
的 DFT 的 构造 问题 , 包括 DFT 存在 的 充分 必要 条 件 , 全 部 个 数 
和 算法 .对 于 分 圆 域 (包括 实 分 圆 域 ) 上 的 情况 ,我 们 也 解决 了 . 

4. 熟知 ， 在 复数 域 上 具有 循环 卷 积 性 质 的 可 逆 变 换 存 在 而 且 
是 唯一 的 , 即 DFT。 但 是 在 Z;, 上 如 何 昵 2 我 们 的 工作 揭示 了 这 
两 种 情况 的 本 质 差别 。 证 明了 在 Zw 上 存在 非 DFT 型 的 有 循环 
卷 积 性 质 的 可 逆 变 换 CCRT). -而 且 , 进一步 给 出 了 在 任意 有 单位 
元 素 的 交换 环 R 上 的 CRT 存在 的 充分 必要 条 件 和 具体 构造 ， 同 
时 还 给 出 了 二 维 的 结果 ， 

以 上 这 些 结果 分 别 写 进 了 第 三 章 、 第 四 章 、 第 六 章 和 第 七 章 ， 
此 外 从 学 习 数论 变换 及 其 推广 的 需要 出 发 ， 我 们 在 第 一 章 和 第 五 
章 还 分 别 介绍 了 初等 数论 和 代数 数论 的 基础 知识 。 由 于 数论 、 代 
数 、 组 合 论 等 离散 性 数学 已 经 深 深 地 渗透 到 近代 应 用 数学 的 各 个 
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领域 中 ,这 些 基础 知识 对 于 其 他 许多 方面 也 是 需要 的 . | 

通常 把 快速 计算 DFT 的 方法 统称 为 快速 变换 ， 作 为 计算 方 
法 的 一 个 方面 ,其 内 容 丰 富 ,发 展 很 快 ， 在 第 二 章 里 我 们 除 大 致 介 
绍 一 下 FFT 的 实质 外 ,还 扼要 介绍 了 某 些 新 的 快速 变换 。 如 素数 
突变 换 和 WFTA 等 ， 第 八 章 介绍 了 数论 变换 在 其 他 方面 的 一 些 
应 用 . 

我 们 的 工作 始终 是 在 柯 召 教授 的 热情 指导 下 进行 的 。 在 工作 
过 程 中 还 得 到 了 中 国 科学 院 数 学 研究 所 、 四 机 部 1014 所 、 四 川 大 
学 无 线 电 系 等 单位 的 有 关 同 志 的 鼓励 与 支持 ， 作 者 在 此 一 并 致 以 
衷心 地 感谢 . 

限于 水 平 , 本 书 难 免 有 缺点 和 错误 ,请 读者 批评 指正 ， 


作 者 
一 九 七 八 年 十 二 月 


. lii 。 


第 一 章 
§1. 
§2. 
§3. 

二 章 
§1. 
§ 2. 
§ 3. 
§ 4. 
§5. 

第 三 章 
§1. 
$ 2. 
§ 3. 
§ 4. 
§5. 
§ 6. 
§7. 
§8. 
§9. 

第 四 章 
§1. 
§2. 
§3. 
§ 4. 

第 五 章 


初等 数论 1 
整数 的 分 解 ee 1 
同 余 起 站 pe 12 
二 次 剩余 ooo 26 

卷 积 运算 和 快速 变换 a 45 
卷 积 运算 ee 45 
DET .see 46 
FET se 48 
素数 究 变 换 和 50 
WETA oe 55 

数论 变换 的 理论 基础 60 
数论 变换 和 快速 数论 变换 te 60 
数论 变换 的 具体 构造 pp 63 
Fermat 数 变 斤 忻 0 67 
用 快速 数论 变换 计算 循环 着 积 和 pp 68 
二 项 式 变换 ee i 70 
二 维 数论 变换 ome 上 oa tr. rire rrr 73 
用 二 维 快速 数论 变换 计算 一 维 卷 积 oases rire rer. 77 
多 维 数论 变换 ee 84 
用 孙子 定理 减少 字 长 ee 87 

Fermat 数 变换 实现 中 的 若干 问题 pp es 89 
流向 图 与 昱 件 和 89 
计算 机 上 模 F 运算 的 实现 人 eee 914 
字 长 与 序列 长 度 闻 的 美 系 和 106 
用 快速 Fermat 数 变 换 与 FFT 计算 卷 积 运算 量 的 比较 ……… 111 

代数 数论 初步 oe 115 
环 和 域 ee 115 


$ 2. 
§ 3. RC(0) 的 基底 和 整 底 pp 123 
3$ 4. 整除 性 和 素数 pp 128 
§5. 理想 数 ， 同 余 .pe ,1129 
§ 6. 二 次 域 RCVIY) 135 
§ 7. 属于 不 同 域 的 理想 数 eee 144 
§ 8. 素 理想 数 的 一 些 性 质 .ppp 146 
$9. [p] 的 分 解 pe 148 
§ 10. 在 分 圆 域 上 [za] 的 分 解 ee 152 
第 六 章 ”二 次 域 和 分 圆 域内 的 DFT 构造 pe ee “160 
$ 1. 计算 复 整数 序列 的 着 积 pp 160 
$2. 在 二 次 域 REVz) 里 计算 着 积 esee 和 eenseteeenenrineoeees 165 
$3. 在 分 圆 域 里 计算 卷 积 ……………… EEETTERTT TERT TET 175 
第 七 章 ”任意 环 上 具有 循环 卷 积 性 质 的 可 逆 变 换 …………… 181 
§ 1. 引言 181 
§ 2. 任意 环 上 的 CRT ee 181 
3$3. ZN 上 的 CRT oo 188 
§ 4. 二 维 CRT ee 194 
第 八 章 ”数论 变换 在 其 他 方面 的 应 用 pp 199 
§ 1. CE(t) 上 的 多 项 式 相 狐 和 pp。 199 
$2. 大 整数 相 蒋 pp 200 
§3. FF 二 GF(p) 上 的 多 项 式 的 除法 和 ppp。 200 
§ 4. 计算 序列 的 相关 国 数 pe 201 
参 芳 文献 和 204 


代数 数 和 代数 数 扎 和 pe 116 


.vise 


第 一 章 初等 数论 


$1. 整数 的 分 解 


数论 是 研究 数 的 规律 , 特别 是 整数 的 规律 的 数学 分 支 ， 整除 
是 数论 中 的 基本 概念 ,本 节 从 这 个 概念 出 发 ,引进 带 余 除 法 和 回转 
相 除法 ，i 唯一 分 解 定理 以 及 介绍 
这 个 定理 的 一 些 应 用 . 

11. 整除 性 ”我 们 知道 两 个 整数 的 和 、 差 、 积 仍然 是 整数 ,但 
是 用 一 个 不 等 于 零 的 整数 去 除 另 一 个 整数 所 得 的 商 却 不 一 定 是 整 
数 ,因此 ,我 们 引进 整除 的 概念 . 

定义 . 设 *,2 是 任意 两 个 整数 ,其 中 上 关 0。 如 果 存 在 一 个 整 
数 4 使 得 等 式 


a= bg (1) 
成 立 , 我 们 就 说 整除 4 或 4 被 整除 , 记 作 4&4a, 此 时 我 们 把 。 
MU 作 a 的 因数 ,把 a 叫 作 5 的 倍数 ， 
如 果 CU) 里 的 整数 了 不 存在 ， 我 们 就 说 2 不 能 整除 4 4 或 “不 
能 被 2 整除 , 记 作 54a. 
由 整除 的 定义 出 发 ,下 面 几 个 性 质 是 明显 的 。 
Ci) 如 果 51as e128, 则 cla. 
(i) 如 果 51a, 则 celca. 
Gii) 如 果 c1a, c18, 则 对 任意 的 整数 w, x, 有 clma 十 n6; 
以 上 三 条 性 质 中 ,我 们 总 假定 ,5 了 0, < 天 0。 
在 一 般 的 情形 下 ,有 下 面 的 定理 ， 
定理 1. 设 a, 5 是 两 个 整数 ,其 中 6 > 0。 则 存在 两 个 唯一 的 
整数 及 7, 使 得 
a=6bg+Tr, 0r<b (2) 


三. 
证 . 作 整 数 序列 
“， 一 30, 一 20. 一 上 0，0，25。30， 
则 2 必 在 上 述 序列 的 某 两 项 之 间 , 即 存在 一 个 整数 4 使 得 
goa<(gt+ 1) 
成 立 . 令 4 一 95 二 +， 则 GQ) 成立. 
设 4 qi, 71 是 满足 (2) 的 另 一 对 整数 ,因为 
pa 十 r 一 2q 十 yy 
于 是 


改 


bq — = rr, 


blg— qil 一 ] 一 了 | 。 
由 于 ” 及 ri 都 是 小 于 6 的 正 整 数 , 所 以 上 式 右 边 是 小 于 上 的， 如 


果 4 关 4l， 则 上 式 左边 这 是 不 可 能 的 ， 因此 9 一 gr 一 


7 1。 -证 完 . 

我 们 把 (2) 中 的 4 叫做 a 被 5 所 除 得 的 不 完全 商 ，*+ 叫做 4 
被 z 除 所 得 到 的 余数 , 常 记 《a), 一 +。. 

1.2. 最 大 公 因数 与 轰 转 相 除 法 ”我 们 用 带 余数 除法 ,研究 整 
数 的 最 大 公 因数 的 存在 问题 和 实际 求法 . 

定义 ， 设 wo a2,…s a, 是 4 个 整数 。 若 整数 4 是 它们 之 中 
每 一 个 的 因数 ,那么 2 就 叫 作 a1, 43,"……， a4 的 一 个 公 因 数 ， 整 数 
Gls "M29" Go 的 公 人 因数 中 最 大 的 一 个 叫 作 最 大 公 因 数 , 记 作 (Ca, 


429 “ ，an)， 若 (Cas, 29° “, 4n) 一 1， 我 们 说 CH A239“**s Un | 


互 素 ， 我 们 有 下 面 的 定理 。 

定理 1， 设 4， 5，。 是 任 间 三 个 不 全 为 罕 的 区 于 ,有 
其 中 9 是 整数 , 则 (a， b= (2, cy), 

证 。 因 为 Ca, 5)la, Ca, 5)Jb5, 则 有 Ca, 58)1c, 因 而 (a, 和 
(b,c)s 同 法 可 证 《2， c) 二 (a,5b), 于 是 得 到 (4， = (6, c)。 
证 完 . 

因为 显然 有 (oa …，a) = 一 (| ol, 1ail,…, 14a.1) 和 


2 > 0，(0, 5) 一 6。 所 以 下 面 我 们 只 讨论 两 个 正 整 数 的 最 大 公 因 
数 的 求法 , 即 加 转 相 除法 ,并 借 此 推出 最 大 公 因 数 的 若 于 性 质 。 
设 a,5 是 任意 两 个 正 整数 ,由 带 余 除法 ,有 下 列 等 式 : 
2 一 0q 十 ri 0 一 < 天 0， 
2 一 192 十 172， 10< ra< yls 


es (1) 
ja-2 fodz 十 fos 0 一 yn ft, 
fal 一 yngn+1 十 ?ntls ya 一 0。 
因为 
b>n>rn>r3> 3 
故 经 有 限 次 带 余 除 法 后 ， 总 可 以 得 到 一 个 余数 是 堆 ， 即 (12 中 
ra4+l 一 0。 
现在 我 们 证 明定 理 2. 


A 上 45 4 时 任 齐 两 个 正 吾 数 ， 则 (a, 已 就 是 (1) 中 最 


“ 向 定理 1 即 得 “ 
ra = (0, 7a) = fa, 71271) = = Cp 71) 
一 (ru 0 = (a,5)， 证 完 。 

我 们 从 (1) 中 顺 次 由 第 一 个 等 式 解 出 "= a 一 24: 后 代入 第 
二 个 式 子 得 7; 一 一 sgz 十 5(1 十 949)， 再 代 人 第 三 个 式 子 解 出 
nm， 然后 代 人 第 四 个 式 子 ,这 样 作 下 去 ,最 后 可 得 

ra 一 14 十 ID， 
这 里 的 m, ”是 两 个 整数 . 和 3. 


得 
(a,6) = ma tt nb. 

定理 4. 若 4 天 0, albe, (a, 2) 一 1， 则 alc. 

证 ， 若 c 产 0, 由 (4,5) = 1 知 存在 两 个 整数 m,n 使 ma 十 
2 一 1, 故 mac 十 bc = 二 c， 由 4albc， 知 ajlc， 若 c= 二 0， 结论 


过 


例 。 求 323 和 221 的 最 大 公 因数 . 


323|221 323 一 221 x 1 十 102，, 
221| 1 
一 221 二 102 x 2 十 17， 
2 
204| 2 102 = 17 x 6， 
102|17 故 (323, 221) 一 17. 
102| 6 


0 
再 从 第 一 个 式 子 解 出 102 代入 第 二 个 式 子 得 
17 一 (一 2) x 323 + 3 x 221， 
即 得 定理 3 中 的 m = 一 2 ，” 一 3. 


现在 来 研究 两 个 以 上 整数 的 最 大 公 因 数 ， 不 妨 假设 a， 


a2，"…， 4 是 任意 # 个 正 整 数 ， 令 


(Ca, a2) = 4d;, Cd,, as) 一 dv (db an) — dr, . 


于 是 有 下 面 的 定理 . 
定理 5， 着, oo …，o 是 个 生理 数 ,区 
(Ceiy oa， dn) = doo 
证 。 由 1.1. 节 中 的 Gi) 知 ， 
da | an, dz- 


但 
| di Un—ls ds-i|d,_2， 
故 - 
ds | Un—ly da | dn-2, 
由 此 类 推 ,最 后 得 到 


ds | a da dj] al。 


便 有 d, < Ca1, 22 "3 ar) 另 一 方面 , 设 (el 223”“” 


由 1.1. 节 中 的 《iiD 和 定理 3 可 得 

dlds, di， dld,, 
故 d < d,s 
于 是 得 到 
(Cai, 22。 "3 an) 一 dm。 
证 完 . 


ss 4 。 


“5 an) 一 d, 


1.3. 最 小 公 倍 数 | 

定义 . 设 oa, ca ……，an 是 二 个 整数 (2 之 2)， 若 避 是 这 
个 数 中 每 一 个 数 的 倍数 ， 则 z* 就 员 作 这 # 个 数 的 一 个 公 倍 数 。 在 
al 429*"* 3 4 的 一 切 公 倍数 中 的 最 小 正 数 叫 作 最 小 公 舍 数 , 记 作 
[a, 42,* -> an]. - 

因为 乘积 aa oo。 就 是 a1, 41,……， an 的 一 个 公 倍数 ， 故 最 
小 公 倍 数 是 存在 的 . 

由 于 任何 正 整数 都 不 是 零 的 倍数 ， 故 讨论 整数 的 最 小 公 倍 数 
时 ,总 假定 这 些 整数 都 不 是 零 

和 最 大 公 因 数 一 样 ,显然 有 [ee ,as] 一 [jc ,jo……， 
ja,1], 所 以 只 需 对 正 整 数 讨论 它们 的 最 小 公 倍数 . 

我 们 先 研究 两 个 正 整 数 的 最 小 公 倍 数 . 

定理 1. 设 a,2 是 任意 两 个 正 整 数 ， 则 本 a,> 6b 的 所 有 公 倍 


数 就 是 [a, 21 的 所 有 倍数 ; Gii) La, b] 一 (a, “ 


证 ， 设 zw 是 e, 2 的 任 一 公 倍数 ，m 一 ok 二 bWR， 令 . 
a = aiCa, 六) 和 b=bCa, 6), 


| 代入 上 式 得 awk 一 bk’, 
由 于 (a1, b1) 一 1 ， 
故 blk. 
因此 
m= ak = aCb, f) 一 Ca 2 (C1) 
。 其 中 满足 等 式 《 一 by， 反之, 当 + 为 任 一 整数 时 ,2 入 o， 
到 的 一 个 公 借 数 ， 故 (1) 可 以 表示 a。6 的 一 切 公信 数 ， 令 一 1， 
即 得 最 小 的 正 数 , 故 Te, 5] 一 2 即 证 明了 (iD; 又 由 C1)， 


(i) 亦 得 证 ， 
现在 讨论 两 个 以 上 整数 的 最 小 公 倍 数 ， 设 as a2,"…, 4» 是 
2 个 正 整数 , 令 


[ai， a2] 一 mz, [sm;, 43] 一 13“ ..; [ms an] 一 1m, (C2) 
我 们 有 定理 2. 
定理 2. 若 a13 G29°**s ln 是 n(n 之 2) 个 正 整 数 , 则 


[a1s a2 **, Gn] 一 ma 
证 。 由 C2) 知 ，mi|lmin，。i 二 2,3,…，# 一 1， 上 且 ai]m2, 
4i|mis i 二 2,…s#， 故 ms 是 sis 41,"…， 4n 的 一 公 倍 数 , 又 设 
m 是 ay 41,"… ,as 的 任 一 公 倍 数 , 则 a1jm。，az|m， 故 由 定理 1 
的 Qi), mm， 又 as|m, 同 理 可 得 mslm, 依 此 类 推 ,最 后 得 ms1m. 
因此 m; 二 |m|. 故 
ma 一 [al， 029°**, 4n], 
我 们 已 经 讲 了 最 大 公 因 数 的 求法 ， 因 此 上 面 两 个 定理 给 出 了 
最 小 公 倍 数 的 求法 . 
1.4. 素数 ,唯一 分 解 定理 ”在 正 整 数 里 , 1 的 因数 就 只 有 它 本 
身 . 任 一 个 大 于 1 的 整数 都 至 少 有 两 个 正 因 数 , 即 1 和 它 本 身 . 
定义 ,一 个 大 于 1 的 整数 ,如 果 它 的 正 因数 只 有 1 和 它 本 身 ， 
就 叫 作 素 数 ,否则 就 叫 作 复合 数 . 
本 节 的 主要 目的 就 是 要 证 明 任 何 一 个 大 于 1 的 整数 ， 如 果 不 
论 次 序 ,能 唯一 地 表示 成 素数 的 乘积 ， 
定理 1. 设 4 是 任 一 大 于 1 的 整数 ， 则 a 的 除 1 以 外 的 最 小 


证 . 假定 g 不 是 堵 ， 出 定义 gq 除 1 和 它 本 身 外 还 有 一 正 因 
数 q, 因而 1 二 qi 二 4, 但 gla; 所 以 qa, 这 与 4 是 最 小 正 因 数 
矛盾 , 故 4 是 素数 . 


当 4 是 复合 数 时 , 则 a 一 2a4， 且 < 改 4<V 证 一 


完 . 
证 。 因为 (p, a)|p, 故 - (ps a) 一 】 或 (bp， a) 一 p。 即 
Cp, 2) 二 1 或 pla, 证 完 
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定 还 3， 若是 素数 ，zje2， 则 pla 或 p12. 

证 。 若 pta。 则 由 定理 2 知 (p, a) 一 1, 由 $12 定 理 4 知 
pjb. 证 完 , 

定理 4( 唯 一 分 解 定 理 ). 任 一 大 二 1 的 整数 能 表示 成 素数 的 
乘积 , 即 整数 “> 1， 


a=pp2arpnys Pip pss (1) 
其 中 ps PP …。po 时 素数 ,并 且 着 
2 一 II92? gmy dg gs (2) 


其 中 9b 92，,*……s 4m 是 素数 , 则 一 2 gi 一 pi (i 一 1, 2 
n), 

和 证， 我们 用 数学 妇 纳 法 首先 证 明 (1) 式 成 立 , 当 a = 2 时 (1) 
式 显 然 成 立 ， 假 定 对 于 一 切 小 于 “的 正 整数 (1) 式 都 成 立 ， 此 时 
若 4 是 素数 , 则 C1) 式 对 4 成立, 若 a 是 复合 数 , 则 有 两 个 正 整 数 
b,c 弃 足 条 件 

2 一 pc，1< 一 < 委 c 一 < 
由 假定 2 和 < 分 别 能 表示 成 索 数 的 乘积 , 故 a 能 表 成 素数 的 乘积 ， 
即 C1) 式 成 立 。 由 归纳 法 即 知 对 任 一 大 于 1 的 正 整 数 ，(1) 式 成 
立 。 荐 对 4 同时 有 C1), (2) 两 式 成 立 , 则 | 

pip2* “br = 192° * “4m, (3) 
由 定理 3 知 有 px, 9; 使 得 pr]|9;，q1| px， 但 gi, Pr 都 是 素数 , 所 以 
二 gs pr 义 pih, gi > en 之 qi 和 
qi 之 ,因而 pi 二 91， 出 (3) 式 得 po'……ps 一 9'……gn， 同 理 可 得 
pr = 42» ps 一 qs. 信 此 类 扒 最 后 得 mw 一 省 完 . 人 

这 个 定理 告诉 我 们 , 任 一 大 于 1 的 正 整数 4a 能 够 唯一 地 写成 
、 a=pipR, o>0 C=1,2,...,%), C4) 

其 中 p; < p;，(i 过 门 是 素数 。 

《42 叫做 a 的 标准 分 解 式 . 

于 是 , 当 zjs， 4d >0, 由 (4) 4 可 以 表示 成 

4 一 pp "phi, oPi20 CG=1,2,...,) (5) 
的 形式 ,反之 4 可 以 表示 成 (5) 的 形式 时 ,一 定 有 dl14a, 4 二 0. 
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作为 唯一 一 分 解 定理 的 一 个 简单 而 直接 的 应 用 ,我 们 有 : 
设 a,5 是 任意 两 个 正 整 数 , 且 
a= pipi pl, wi0 一 2 A, 
b= priph. ph, Bi>0 CG=1,2,...,%), 
则 
《es 一 站 一 minfosypb) Gi=1,.., hk) 
[a, Bb] 一 pip - ph, Bi:— max wis bi) (一 1 )。 
符号 min (or, 8;) 表示 0 Pi 中 较 小 的 数 ，max (0 Bi) 表示 0， Pp 
中 较 大 的 数 . 
对 于 任意 整数 *, y 显然 有 
YX 十 7 一 max (x, y) + min Cx, y). 
由 此 ,我 们 又 可 得 出 $1.3 定理 1 的 结果 : 
ab 
Ca, b> 
上 而 从 理论 上 证 明了 任意 一 个 大 于 1 的 正 整 数 有 唯一 的 标准 
分 解 ,但 在 实际 计算 中 ,还 没有 一 个 简单 而 有 效 的 方法 去 判断 哪些 
正 整 数 是 素数 ， 也 没有 一 个 简单 而 有 效 的 方法 求 出 一 个 正 整 数 的 
标准 分 解 式 ， 但 另 一 方面 ,我 们 根据 素数 的 定义 及 其 性 质 ,可 以 造 
出 素数 表 来 以 供 使 用 . 
| 任 给 一 个 正 整 数 N， 可 以 按照 下 述 方法 求 出 一 切 不 超过 NN 的 
素数 ,把 不 超过 NN 的 一 切 正 整 数 按 大 小 顺序 排 成 一 串 
1,2, 3, 4,.'.» N, 
首先 划 去 1, 第 一 个 留 下 的 是 2, 它 是 一 个 素数 
1,2,3,4, …,N ， 
其 次 从 2 起 , 划 出 除 2 以 外 的 2 的 一 切 倍数 ， 
,2,3,4,5,8,7,8,9, 0, N 


[a, 4] = 


oN 3 


.在 2 的 后 面 第 一 个 未 划 去 的 是 3, 它 不 是 2 的 倍数 ， 因此 是 一 个 素 
数 。 然 后 划 去 的 数 是 3m (m 一 2, 3，…)。 


ee 8 » 


,2,3 ,57,8,9, N,N 3 


紧 接 着 3 后 面 未 划 去 的 是 5。 它 不 是 比 它 小 的 那些 素数 (2 及 3) 的 
倍数 ,因此 它 是 素数 。 然 后 划 去 的 数 是 5m (mm = 2,3,..*), 


,2,34,5,6,7,8,, MO …NV， 


如 此 继续 下 去 ,所 划 去 的 数 都 是 复合 数 ,每 次 划 后 第 一 个 留 下 的 数 
都 不 是 比 它 小 的 素数 的 倍数 , 因此 总 是 素数 ， 用 这 种 方法 可 以 逐 
一 地 把 素数 求 出 来 ,这 个 方法 叫 筛 法 ， 

要 求 出 不 超过 NN 的 一 切 素数 ,根据 定理 1, 只 需 把 不 超过 VN 
的 素数 的 倍数 划 去 就 行 了 。 因 为 不 超过 N 的 复合 数 的 最 小 素 因数 
总 是 不 超过 VN 的 . 、 

为 了 更 清楚 地 了 解 素数 表 的 造 法 , 我 们 举 N = 30 为 例 . 此 . 
时 V 30 一 6， 故 只 需 在 下 表 中 划 去 1 与 2, 3，5 的 倍数 就 行 了 


253445,6,7,8,9,10,11,13,13,M, ,MG 
17,18,19,20,2A,22,23,34,35,26,27,28,29,30， 


所 以 不 超过 30 的 素数 是 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29. 

上 述 造 素数 表 的 方法 并 不 能 在 有 限 步骤 以 内 把 正 整数 中 的 一 
切 素数 都 找 出 来 ,因为 我 们 有 下 述 定 理 . . 

定理 5， 素数 的 个 数 是 无 窟 的 ， 

和 证。 我 们 用 反 证 法 来 证 明定 理 。 假 定 正 整数 中 只 有 有 限 个 素 
数 , 设 为 pis 加 jh， 令 Pp2' 大 十 1 一 N, 则 Y>1, 由 
定理 1 知 N 有 一 个 素 因 数 p, 这 里 p 关 p; (i 一 1, 2。……，,A)， 否 
则 ，p/pipx…prx。pP/N， 推 出 p/1, 与 ? 是 素数 矛盾 。 故 ?是 上 面 
个 素数 以 外 的 素数 .证 完 . 

1.5. mn! 中 素 因数 的 方 次 ”在 这 里 ,我 们 将 求 出 a1 的 标准 分 解 
式 。 为 此 ,我们 先 介绍 数论 中 常常 用 到 的 函数 [x] , 

”定义 ”函数 [xr] 是 对 于 一 切实 数 都 有 定义 的 水 数 ， 西数 [z] 的 
值 等 于 不 大 于 * 的 最 大 整数 。 


一 = 21-， [_ 4 
例 .[z] 二 3，[ 一 4] = 一 4 [3 0, | |=-1. 
由 定义 可 立刻 得 出 下 列 简 单 任 质 : 

12 [x] 志 x= [x]+1., 
2°? [x] + [fy] [xt yl. 
3? [nx] 二 十 [x]。 ”是 整数 ， 
全 [一 一人 CI 一] 当 * 不 是 下 
一 [x]。 ” 当 * 是 整数 , 

5? 若 a,6 是 任意 两 个 正 整数 , 则 不 大 于 a 而 为 5 的 倍数 的 正 
整数 个 数 是 | 和 | 

证 ,4 过 5 时 显然 , 设 m 是 任 一 不 大 于 a 而 为 5 的 倍数 的 正 


整数 , 则 
0=m= bm a, 


0< me (1) 


故 满足 以 上 条 件 的 "的 个 数 等 于 满足 C1) 的 mi 的 个 数 ,因而 等 于 

让 

让 训 的 村 人 可 中 家 
i 


注意 , 当 六 > ”时 四 一 0,i 一 ;， :十 1,…， 因而 C2) 
未 有 意义 
证 .设想 把 2, 3,-… ,4 都 分 解 成 标准 分 解 式 , 则 由 唯一 分 解 
定理 可 知 , 4 就 是 这 ”一 1 个 分 解 式 中 了 的 方 寡 数 之 和 。 设 其 中 
的 方 宕 数 是 > 的 有 有 个 Cp 之 1), 则 
8 一 拉 士 272 十 373 十.…。 
一 由 十 用 十 太 十 .…。 


十 22 十 z3 十 …， 
二 加 十， 
十 ..。 
一 NTNTANI 二 ……， 
其 中 N 一 入 十 mt 十 检 好 是 = 一 工 个 数 2,…,* 中 能 被 


六 整除 的 个 数 ,由 性 质 5, N 一 | 蕊 | ， 改 


四 + 因 + 加 于 -于 


这 个 定理 给 出 了 由 的 标准 分 解 式 


其 中 I 表示 展 布 在 不 超过 ”的 一 切 素数 上 的 积 式 , 


定理 2. 了 Di 一 一 一 一 是 整数 (0 二 二 2 


证 。 由 性 质 3 及 4 一 (n 一 科 十 上 


立 [ 味 ]+ 习 [ 直 ] 
1 pr ? r=1 
即 tC 一)!1|z!。 证 完 ， 
1.6. 一 次 不 定 方 程 不 定 方 程 是 指 未 知 数 的 个 数 多 于 方程 的 
个 数 ,而 且 未 知 数 须 受 某 种 限制 (如 整数 , 正 整 数 或 有 理 数 等 ) 的 方 
程 。， 本 小 节 给 出 二 元 一 次 方程 的 解法 ， 
定理 1。 设 a,5,¢ 是 给 定 的 整数 , ab 冯 0, 则 方程 


ax 十 2 一 ec (1) 


TT， 守信 ] , 


Pun 
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“证 “必要 性 是 明显 的 反之 ， 若 (a， ple 则 z= ciCa, 5)， 
c: 是 整数 . 由 $12 定 更 3 知 ,存在 两 个 整数 m,» 注 中 等 式 am 十 
bn 二 (4a,6)， 令 zo 二 mc1，yo 二 nc1， 即 得 

bx0 十 pyo 一 cs 
故 (1) 有 整数 解 xo, %-。 证 完 ， 

这 个 定理 告诉 我 们 , 当 〈12 有 整数 解 时 ,如 何 求 出 (1) 的 一 组 
解 来 然而 ,知道 了 一 组 解 , 如 何 求 出 C1) 的 全 部 解 呢 2 我 们 有 定 
理 2, . 
定理 2. 设 51) 有 一 组 解 x6, yo, 又 (a,b) 一 4,4 一 ad， 
4 一 bd， 则 (1) 的 一 切 区 数 解 可 以 表示 成 

+=x0— bt y=ytat 1=0,+1,.…. (27) 

证 . 将 (2) 代入 (DD 得 | 

a(xo— bt) + by af) = et (bam abi)t = es, 
这 表明 (2) 是 (1) 的 解 . 

设 #1 是 (1) 的 任 一 解 ， 则 axi 十 by 一 <， 由 此 式 减 去 

axo 十 byo 二 c。 即 得 

axl 一 xzo) 十 by 一 y) 一 0。 
由 上 式 及 4 二 ald ,5 二 bid 得 到 

axl — x0) = — by CO— yo). | (C3) 
由 于 《ab 一 1， 改 ajyi 一 ;可 能 9 一 yo 二 att， 亦 即 三 
no 十 att， 将 代入 (3) 式 即 得 xi 二 xo 一 51， 因此 x， yi 可 表 
示 成 (2) 的 形状 ， 故 C2) 表示 (1) 的 一 切 整数 解 。 证 完 。 


42. 同 余 式 


同 余 是 数论 中 一 个 基本 概念 , 它 所 包含 的 内 容 较 丰 富 , 应 用 也 
较 广 。 本 节 介 绍 同 余 的 基本 性 质 以 及 解 菜 些 同 余 式 的 一 般 方法 . 
2.1. 同 余 的 概念 ”有 时 , 我 们 所 要 注意 的 常常 不 是 某 些 整数 ， 
而 是 这 些 数 用 某 一 固定 的 正 整数 去 除 所 得 的 余数 。 例如 , 这 个 月 


ss 2 se 


的 3 号 是 星期 一 ， 那 么 这 个 月 的 10 号 、17 号 、24 号 都 是 星期 一 ， 
因为 这 些 数 用 7 去 除 都 余 3, 这 就 是 同 余 的 例子 。 一 般 的 ,我 们 可 
以 给 出 下 面 的 定义 . z 

定义 .给 定 一 个 正 整 数 mw， 如 果 用 叉 去 除 任意 两 个 整数 4 与 
4 所 得 的 余数 相同 ， 我 们 就 说 a 5 对 模 才 同 余 、 记 作 a = 
Cmod m); 如 果 余数 不 同 ,我 们 就 说 a 5 对 模 攻 不 同 余 , 记 作 a 闫 2 
(mod m), 

由 定义 立刻 可 得 下 列 三 个 性 质 ;. 

1? 4 = 4 (mod m), 

. 2? 4 三 b (modm), 则 5 三 4 (mod m)., 

3? a 三 b (modm), b= clmodm), 则 4a = ¢c (modm). 

定理 1， 殉 数 ,5 对 村 m 同 儿 的 来 分 必 划 条 你 是 14 一 
即 4 一 5 十 mt，+ 是 整数 ， 

证 ， 设 4 二 mq 二 7b 二 mq 十 7， 0 和 过 mm，0 忒 
ia 一 Mi, 若 4 圭 b 《modm), 则 二 72, 因此 4 一 & 二 m(gqi 一 42)， 
反之 若 zj 一 8， 则 mm(4gi 一 92) 十 《ri 一 72)， 因 此 和 | 一 
r2; 但 ri 一 +2| 二 m. 放 7 一 72， 证 完 ， 

这 个 定理 说 明 同 余 这 一 概念 又 可 定义 如 下 : 若 m1a 一 $， 出 
2a;, 叫做 对 模 w 同 祭 . 

由 定理 1 及 整除 的 性 质 可 以 很 容易 得 到 下 列 性 质 : 

4? 若 qi 三 iC(modm)，41 三 by (modm)。 则 

a + ai 三 b+ b; Cmod m). 
5° 车 a bi(modm)，4as 二 bz (mod m), 则 
Z142 = bi1b; (mod m)., 

这 两 个 性 质 与 等 式 类 似 , 但 也 有 不 相同 的 。 如 从 辣 余 式 来 讲 , 由 
2a 尖 0(modm) 和 ae 圭 a (mod m), 一 般 是 不 能 得 出 wa = 所 
(mod m) 的 , 2 三 2Cmod4),2:3 三 2.1 《mod4), 但 3 关 1Cmod4)， 
就 是 例子 。 但 有 

6? 若 ac 三 pdmodm), cc 三 dCmodm) 及 《cm) 一 1, 则 - 

4 三 4 (mod m)., 


@ 13® 


证 . 由 (4a 一 Bb)c 十 be 一 4d) 二 ac 一 bd 二 0(modm), 可 得 
m]Ca 一 5b)e， 但 Cm, ce) 一 1, 故 得 ma 一 5. 证 完 ， ， 

2.2. 剩余 类 和 完全 剩余 系 有 了 同 余 的 概念 ， 我 们 就 可 以 把 
余数 相同 的 数 放 在 一 起 ,这 样 就 产生 了 剩余 类 的 概念 . 

上 节 中 , 同 余 的 性 质 1 叫 反 身 性 ,性 质 2 叫 对 称 性 ,性 质 3 叫 
递 推 性 ， 这 样 对 给 定 的 任 一 正 整 数 mw， 利用 模 避 同 余 这 个 关系 ，. 
就 可 以 将 全 部 整数 分 成 阁 二 类 . 我 们 有 

_ 定 表 1 着 "及 从 由 玫 ， 风 人 可 分 
个 集合 ,让 作 Co Cw。 Cm 其 中 Clr 一 0,1,…sm 一 DD 
是 由 一 了 切 形 如 qm 十 9 一 人 土 1, 土 2,……) 的 整数 所 组 成 的 . 
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证 ，(i) 设 4 是 任 一 整数 ,由 $ 1.1 定理 1 即 得 
4 一 4 十 fi 0Rro 志 mm, 
故 4 在 C,, 内 . 又 +。 是 由 a 唯一 确定 的 ,因此 a 只 能 在 C 内 . 
(ii). 设 a,b 是 两 个 整数 ,并 且 都 在 C, 内 , 则 
4 一 4 十 /2 一 4 十 7， 
故 a 二 6 Cmodm)。 反 之 若 a 二 b(modm)， 则 由 同 余 的 定义 即 
知 a 和 上 4。 同 在 某 一 C, 内 、 证 完 . 
现在 我 们 讨论 的 对 象 是 整数 ,数学 讨论 的 对 象 还 有 很 多 ,如 代 
数 中 的 实数 ,复数 ,几何 中 的 点 ,直线 , 三 角形 等 等 , 我 们 把 讨论 的 
对 象 取 个 名 ,统统 叫 元 素 ， 所 谓 集合 就 是 指 若干 个 (有 限 或 无 限 多 
个 ) 元 素 的 全 体 ,以 后 我 们 把 集合 简称 为 集 ， 由 定理 1 得 到 的 用 同 
余 对 整数 集合 分 类 的 结果 ,对 一 般 集 也 是 对 的 , 即 是 说 ; 设 集 M 中 
的 元 素 间 可 以 建立 一 个 满足 反 身 性 , 对 称 性 , 递 推 性 的 关系 ChU 等 
价 关系 ), 所 有 与 一 个 元 素 等 价 的 元 素 的 集 叫 做 一 类 ,那么 M 中 的 
元 素 就 能 够 分 成 若干 没有 公共 元 素 的 类 而 无 遗漏 . 
把 集 分 类 加 以 讨论 ,有 助 于 对 集 的 认识 ， 
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~ 定义 . 定理 1 中 的 Co C1,* “+ Cn!l 叫做 模 王 的 剩余 类 . 在 
模 mw 的 剩余 类 中 任 取 一 数 作为 该 类 的 代表 ,此 wr 个 数 称 为 模 m 的 
完全 剩余 系 ， 


件 是 两 两 对 模 m 不 同 余 ， Ne ee qo Y * oe ese eo ee 
最 常用 的 完全 剩余 系 是 0, 1, 2,:…, 1m 一 1， 它 们 称 为 模 m 
的 非 负 最 小 完全 和 外 系 . 


A 
系 ，。 

证 。 由 假设 知道 xi, x; 分 别 通 过 zi, ma 个 整数 , 因此 mzxi 十 
Milxz 通过 mm 个 整数 。 由 定理 2 只 需 证 明 这 ma 个 整数 对 模 
mm: 两 两 不 同 余 就 够 了 . .假定 

mari 十 mr? = mr 十 mxs (mod mim2), (1) 
其 中 xx 是 x 所 通过 的 完全 剩余 系 中 的 整数 ,而 x;, xz 是 x+; 所 
通过 的 完全 剩余 系 中 的 整数 , 则 由 同 余 式 性 质 即 得 

maxi SS MX (mod wa) 。 mx; = mz (mod m2).. 

由 (ms m2) 一 1, 用 $2.1 中 性 质 6 即 得 xi 二 x1 Cmod m1), * 持 
好 (mod m2), 但 x*i, 好 是 模 mi 的 完全 剩余 系 中 的 两 个 数 , 夏 x 二 
xl ， 人 x 二 x? ， 这 表明 如 果 zi xz 与 2。 xz 不 全 相同 , 则 (1 
式 不 能 。 证 完 。 

所 大 , 模 且 的 剩余 类 之 间 可 以 定义 运算 .由 $ 2.1 的 性 质 4 
及 5 知道 ,在 任 给 的 两 个 剩余 类 4 和 娃 中 各 取 一 代表 和 2 ,而 令 
4 十 2 或 .0 所 在 的 剩余 类 为 C , 则 C 仅 与 4，B 有 关 , 而 与 所 选 
之 代表 as， 2 无 关 : 故 可 定义 剩余 类 C 为 剩余 类 4, B 之 和 (或 积 ). 
这 里 , 我 们 给 出 了 元 素 不 是 数 而 是 剩余 类 之 间 的 运算 的 例子 ， 更 
一 般 的 情形 ,我 们 将 在 下 一 节 里 讨论 . 

2.3. 编 系 和 数论 函数 pCn) 这 里 , 讨论 完全 和 刹 余 系 中 与 模 互 
素 的 整数 , 先 引 进 缩 系 的 概念 .在 讨论 缩 系 的 过 程 中 ,需要 引 人 一 
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个 常用 的 数论 函数 一 一 Euler 函数 pCn)， 我 们 有 

定义 ，Euler 函数 p(z) 是 一 个 数论 函数 ,， 它 在 正 整 数 ” 上 的 
_ 值 等 于 序列 0, 1, 2,………，,#” 一 工 中 与 4 互 素 的 数 的 个 数 ， 

由 定义 知 w(1) = 1，9p(27 一 1，p(3) 一 2,.….， 当 是 案 
数 时 ,有 pCp) 一 娟 一 1. 

定义 ， 如 果 一 个 模 吉 的 剩余 类 里 面 的 数 与 mw 互 素 (显然 ;只 要 
有 一 个 与 名 互 素 ,其 余 的 均 与 x* 互 案 )， 就 把 它 叫做 一 个 与 模 m 互 
素 的 剩余 类 .在 与 模 m 互 索 的 全 部 剩余 类 中 ， 各 任 取 一 数 所 组 成 
的 集 叫 做 缩 系 . 

显然 有 : 

定理 1, 与 熏 委 过 的 球状 的 个 数 wo 


出， 是 术 的 一 个 区分 人 条 伯 旺 人 
两 对 模 mm 不 同 余 . 
定理 3. 若 (s,m) 一 1，* 通过 模 m 的 绾 系 , 则 ax * 也 通过 模 
”和 
ax 通过 pg(m) 个 整数 , 由 于 (a, m) 二 1, (x, m) 一 1， 
疏 Ca. m) 二 1， 若 . axi 三 at (mod m)。 可 得 xi 三 x; (mod m)， 
这 与 原 假设 矛盾 , 故 由 定理 2, 定理 得 证 . 
定理 4、 设 是 大 于 1 的 整数 ，C4, wm) 一 1。 则 
a?™) = 1 (mod m), 
证 ， 设 71, 72,*…*， rplm) 是 模 mw 的 缩 系 ， 则 由 定理 3 arls 
472," 47g(m) 也 是 神 1m 的 缩 系 , 政 


Cari)ar2) ‘(Carg(m)) 二 = F172 Tgp(m) (mod m), 


即 


由 29027172 (0 SS Tf2° fp(m) Cmod m). 
得 (r+;, m) 一 1， 1 =1,2,..., plm) 
. 

《rir2 fom Mm) 一 1 ， 
故 有 有 


ac = 1 (mod m), 


由 定理 4 立刻 推出 定理 5. 
定理 5.， 若 ”是 素数 , 则 
at = a (mod py). 
2.4. gCm) 的 积 性 ”本 小 节 给 出 计算 p(w) 值 的 公式 。 
定理 1. 若 21> 112 是 两 个 互 素 的 下 整数 ， X11 2 分 别 通 过 模 
mo ms 的 纺 系 , 则 mm 十 mu 通过 称 mm 的 纺 系 . 
证 ， (iD 若 《〈《xiy ma 一 1， (xz 142) 一 1， 则 由 《ma 一 1 
得 Cm mUD 一 (alt，ma) 一 1， 所 以 《ozf 十 tr，711D) 一 
(Coxi 十 mr m2) 一 1， 故 (maxi 十 mr smim2) = 1. 
Qii) 反之 , 凡 与 mm 互 素 之 “ 必 与 maxl 十 mx2 中 之 一 
同 余 ，$ 2.2 定理 3 告诉 我 们 对 任 一 整数 4 必 有 xp x 使 
a mrit mr mod mim,), 
所 以 只 需 说 明 当 Ca, rmim2) 一 1 时, (x1s1m1) 一 (za 72) 二 1 就 够 
了 . 今 若 (xis wb 一 4 > 1， 则 (si 二 102x1 十 Witas 101 二 
Cmx1s m1) = (x1, 791) = 4， 此 与 (a, mimz) 一 1 矛盾 。 同 样 可 
证 (xz， 122) 一 1. 
《证 )》 由 $ 2.2 定理 3 知 mzxi 十 waxza 中 任 两 个 对 模 m1 
均 不 同 余 . 
综 上 所 述 ,定理 得 证 ， 
由 这 一 定理 即 可 推出 下 面 两 个 定理 
定理 2. 若 《ms m2) 一 1 则 pCimz) 一 pCm) pma), 
定理 3. 设 " 的 标准 分 解 式 为 一 pf'ps:… 收 ， 则 


CD 


证 , 《i ) 由 定理 2 即 得 
pn) 一 pp PPE): (CR 。 
(i) 今 证 明 p(p 一 因 一 加 由 Go 的 定义 知 
qlp") 等 于 从 yp" 减 去 1,…, 因 中 与 加 不 气 素 ( 即 与 绢 不 互 素 ) 的 
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” 数 的 个 数 . 由 于 是 素数 , 故 wp(z*) 等 于 从 加 减 去 1, ……， 加 中 
被 # 整除 的 数 的 个 数 ,由 第 二 章 $ 1.5 的 性 质 5 知 这 个 数 是 


由- 


Pp) = Pp — pr 
《ii) 由 《iD (iD 即 得 
qn) = (ph 一 pr Np 一 的 pt — PR!) 


1 1 1 、 
一 "(一 二 ) 纪 一 去)…(1 一生 ) 证 元 。 
2.5. 一 次 同 余 式 ”代数 的 一 个 主要 问题 是 解 方程 ， 这 里 讨论 
类 似 的 问题 ， 求 同 余 式 的 解 ， 本 节 讨论 一 次 同 余 式 ， 先 给 出 一 般 
的 概念 . 
定义 ， 若 用 1( 坟 表示 多 项 式 wxn 十 unix 十 …: 十 ms 其 
中 a; 是 整数 ,又 设 mw 是 一 个 正 上 整数 , 则 
f(x) = 0 (mod m) C1) 
虽 模 六 的 同 余 式 。 若 ww 闫 0 Cmod wm)，。 则 # 则 做 C1) 的 次 数 . 
然 , 车 fCa) 三 0 Cmod m)， 则 与 4 在 同一 剩余 类 中 的 任何 
数 。 都 能 使 f(a 人) 二 0 (modm)， 因 此 有 


故 


定义 ， 若 a 是 使 Ka) 三 0Cmodm) 成 立 的 一 个 整数 ， 则 


x 三 a 《mod m)》 叫做 (1) 的 一 个 解 。 这 就 是 说 今后 我 们 把 适合 
《1 式 而 对 模 芭 相互 同 余 的 一 切 数 算 作 (1) 的 一 个 解 。 

定理 1， 一 次 局 条 

ax 三 6b (modm), 4 关 0(Cmodm) (2) 

有 解 的 充分 必要 条 件 是 (a; m)|5。 若 (2) 有 解 , 则 (2) 的 解数 是 

证 .容易 看 出 (2) 有 解 的 充分 必要 条 件 是 ax 一 my 一 各 有 
解 , 即 知 C2) 有 解 的 充分 必要 条 件 是 (a,m)15. 

设 4 二 (a, m)， 若 (2) 有 人 解 , 即 ax 一 my = 5 .有 和 解 ,由 $ 1.6 
定理 2 知 , 它 的 一 切 整数 解 可 以 表示 成 
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x = mrt wo, 呈 一 了 (zz 一 0:, 十 1,…….)， 


此 式 对 模 来 说 ,可 以 写成 
x 三 zo km(lmodm) (R=0,1,..,4—1), (3) 
但 x 十 As 包 二 0,1,.…s 4 一 1 是 对 模 mw 两 两 不 同 余 的 ， 故 
(2) 有 2 个 解 , 即 (37。 证 完 ， 
.， ”由 定理 的 证 明 可 以 看 出 ,适合 C2) 的 整数 也 就 是 适合 不 定 方 程 
ax 一 my 一 和 的 解答 中 zx 的 值 , 故 同 余 式 (2) 可 以 用 解 上 述 不 定 
方程 的 方法 去 解 它 . 
2.6. 孙子 定理 ”本 节 解 同 余 式 组 
+ 二 bmodm), x = bmodm),.., + = br modmx), (1) 
在 我 国 古 代 孙 子 算 经 里 已 经 提出 了 这 种 形式 的 问题 ， 并 且 很 好 地 
解决 了 它 。 孙 子 算 经 里 所 提出 的 问题 之 一 如 下 : 
“ 今 有 物 不 知 其 数 , 三 三 数 之 剩 二 ,五 五 数 之 剩 三 ,七 七 数 之 剩 
二 : 问 物 几何 ?”, 这 就 是 求 一 次 同 余 式 组 : 
+ 涯 2 (mod3), x 三 3 (mod5), +* 三 2 (mod7) 
的 公 解 *。 
把 孙子 所 用 算法 推广 就 成 为 定理 1. 
正 整 数 ， 一 mys mks wp 一 pM， (Gi 一 1,2,.…, 和 ， 则 周 
剑 式 组 (0 的 解 是 
x MIMID 二 MOMD 十 .十 MAMA Cmodm), C2) 


“ 糙 
隔 


M;M; 一 1(mod m;) CG = 1,2,.…, ©). 

证 。 由 Ci， mj) 一 1。z 天 1 即 得 CMi， mi) 一 1， 由 前 节 
定理 1 知 对 每 一 Mi 有 一 Mi 存在 ， 使 得 M; M; 二 1 (mod mi)， 
另 一 方面 由 m = mM ;, 因此 mi| M i, 1 天 1 故 
SMS Mb = MI Mibi = bi Cmod m), 


凤 C2) 为 《1 的 解 ， 
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洲 x1, x, 是 适合 (1) 式 的 任意 两 个 整数 , 则 
| x1 rmodm) G=1,2,...,k), 
因 (Cmi, m7) 二 1, i 守 j,- 于 是 为 二 x2《modm)， 天 《1) 式 的 解 
只 有 C2), 证 完 , 
在 & 一 2 时 的 一 般 情况 ,我 们 有 定理 2. 
定理 2. 于 次 同 你 并 组 


sr ee oe ee oe 


证 ， 设 (3) 有 公 解 xm, 记 (mis m2) 一 4， 则 有 
xo = bi Cmod.d), xp Sb; (mod d), 
两 式 相 减 即 得 415 一 2。 
反之 , 若 《mi， m2) |b1 一 6;， 则 因 * 三 91 《mod m1) 的 一 般 解 
是 x 二 刀 十 my， 代入 x 三 5,《mod mi;) 得 
miy = 6 — bi (mod m2), 
因 (xm, m2) 二 4]b, 一 妇 ， 故 上 式 模 m, 有 解 ys 且 其 全 部 解 为 


一 为 十 了 (一 0 土 1 
故 (3) 之 全 部 解 为 ， 
ht myo th (X= 0, + 1,..…), 


这 些 解 对 模 忆 2 一 [mi,m,] 来 说 都 是 同 余 的 。 证 完 . 


对 于 之 3, 我 们 可 先 解 第 一 、 第 二 个 同 余 式 组 , 得 到 x 三 
Cmod [m1, m2]) 再 与 x 三 6， 《mod m3) 联 立 解 出 x 二 bs (mod [m1， 
m2, m3]), 如 此 继续 下 去 ,最 后 可 得 (1) 的 唯一 解 x* 三 Bi (mod[m1。 . 
m2，,"“…， x])， 如 果 中 间 有 一 步 无 解 , 则 C1) 无 解 ， 

作为 一 个 例子 ,我 们 用 孙子 定理 解 出 

尘 2 (mod3), * 三 3 (mod5), +x 三 2 (mod 7) 
应 用 孙子 定理 , 取 t= 二 3,， 二 5, m3 二 7， 则 Mi 一 57 一 


es 20. 
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35，M; 一 3.7 一 21，M; 一 3"5 一 15, 而 Mis, Mi Mi 分别 满足 
35Mi 三 1 (mod3), 21M;=1 (mod5), 15M;=1 (mod7), 
中 2Mi 三 1 (mod3)，M; 三 1 (mod5)，M; 三 1 (mod7), 有 取 
Mi 二 2, Mi 二 1,M; 一 1, 于 是 
3 
x = ,MMB =70.2+21.3+15.2 =23 (Cmod3.5.7). 


i=1 


最 后 ,我 们 有 定理 3. 

定理 3, 设 ms 12 ** ,MR 两 两 互 素 ， 若 bi, b2s ***, bk 分 
别 过 ml。 mys"… ,m4 的 完全 剩余 系 , 则 (2) 过 模 mm 一 ma ma 
的 完全 剩余 系 


证 . 令 > = PMs, 则 zo 过 w 个 数 ， 这 mw 个 数 是 两 两 
不 同 余 的 ,因为 若 


天 
> MiM ib’ = > MiM br: (modm), 
i=1 


则 
MiMb; = MiMb’ (modm) G=1,2,...,k), 

故 刀 二 br 《mod mi) (i 二 1,2,…,《), 这 与 假设 矛盾 。 所 以 由 
$2.2 定理 2 即 得 定理 的 结论 

2.7. 高 次 同 余 式 的 解数 及 解法 ”本 节 初 步 地 讨论 一 下 高 次 同 
余 式 的 求解 .我 们 的 方法 是 先 把 复合 数 模 的 同 余 式 化 成 素数 宕 模 
的 同 余 式 , 然 后 讨论 素数 罕 模 的 同 余 式 的 解法 ， 

定理 1. 着 msm …… ,mn 是 《个 两 琴 竺 案 的 下 整数 ， m = 
mm mk 则 间作 于 


f(x) = 0 (mod m) (1) 


与 同 余 式 组 

f(x) 三 0 (modm;) G=1,2,..., 1) (2) 
等 价 ( 即 任 一 适合 (1) 的 整数 适合 (2), 反 之 任 一 适合 (2) 的 整数 亦 
适合 (1))， 并 且 若 用 7 表示 fx) 尘 0 Cmod mi), i 一 1 2 
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对 模 m; 的 解数 , 工 表示 〈1) 对 模 m 的 解数 , 则 了 一 Ti7a Th. 
证 . 《iD 我 们 先 证 (1) 和 (2) 等 价 ， 设 mw 是 适合 (1) 的 整 
数 , 则 | 
fCx0) = 0 (mod m) 
由 mm 一 mio2 “MRS 立即 有 
flx0) = 0 (mod m;) (t= 1,2,...,£), 
有 反之, 若 xo 适合 (2), 则 
f(x0) = 0 Cmod zi Gi = 1,2,..., Kk). 
由 (mi, mj) 一 1 (i 关门 ， 政 得 - 
fCx0) 三 0 (mod mim2 mx). (3) 
于 是 证 明了 (1), (2) 等 价 . 
GD 设 1(x) 一 0 Cmod ms) 的 7; 个 不 同 的 解 是 
X= i, (mod mi) (f= 1,2,.*, TT), 
则 C2) 的 解 即 下 列 诸 同 余 式 组 
r = bu, (modm), * = by, (modm2), +, * = bi Cmod me) C4) 
其 中 太一 1 2 Ti; ?二 1,2,"… ,和 ， 由 (让 知 (1) 的 解 与 (4》 
的 解 相 同 。 由 孙子 定理 知 《4) 中 每 一 同 余 式 组 对 模 m 恰 有 一 解 ， 
故 (2) 对 模 m 有 ,Ts… Th 个 解 又 由 上 一 小 节 定 理 3 知 ， 这 
.TT … Ti 个 解 对 模 m 两 两 不 同 余 ， 故 (1) 对 模 m 的 解数 是 7 一 
TIT2…Tk， 证 完 . 
这 个 定理 给 出 了 ,由 C2) 的 解 ,用 孙子 定理 即 可 得 (1) 的 解 . 
例 1. 解 同 余 式 
f(x) = x + 27 + Bx + 9 = 0 (mod35). (5) 
解 : 由 定理 1 知 (5) 与 同 余 式 组 
f(x*) 0 (mod5), f(x) = 0 (mod7) 
等 价 , 容 另 验 证 第 一 个 同 余 式 有 解 
x = 1, 4(mod5), 
- 而 第 二 个 同 余 式 有 三 个 解 : 
. x 三 3,5,6 (mod7), 
故 同 余 式 (5) 有 2.3 一 6 个 解 , 即 诸 同 余 式 组 
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x Eb1(mod5), x = b; (mod 7), = 1,4, b= 3,5,6 
的 解 ,由 孙子 定理 得 
+ 天 210 十 1520 (mod 35)。 
以 已 。 2 的 值 分 别 代入 即 得 (5) 的 全 部 解 : 
x 三 31, 26, 6, 24, 19, 34 (mod 35), 

我 们 已 经 知道 任 一 正 整 数 m 可 以 写成 标准 分 解 式 m 一 pr:p&s 
“px*， 由 定理 1 知 , 欲 解 同 余 式 fx) 三 0 (mod m),， 只 要 解 同 余 
式 组 . 

1(x) 三 0C(modpf) Gi=1,2,...,%). 
因此 下 面 就 来 讨论 模 为 素数 军 的 同 余 式 


1(z) = 0 Cmod p°). (6) 
显然 适合 (6) 的 每 一 个 整数 都 适合 同 余 式 
f(x) = 0 Cmod p). C7 


但 反 过 来 不 一 定 成 并 ,例如 2 是 x”* 一 1 三 0 《mod11) 的 解 ,但 2 
不 适合 *** 一 1 二 0 (mod 11?”)， 因此，(6) 的 解 (如 果 有 解 ) 可 在 
《7) 的 解 中 找到 ;如 果 《7) 无 解 , 则 C6) 无 解 ， 

如 何 由 (7) 的 解 来 找 (6) 的 解 呢 ? 我 们 有 

定理 2, 设 x 三 x1《modp) 即 

x= x 二 pz 二 二 0;5 土 1, 土 2.) C8) 
是 《7) 的 一 个 解 , 并 且 ptf (xD)， 这 里 fx) = 2 ix 则 C8) 
刚好 给 出 (6) 的 一 个 解 (对 模 p* 来 说 》 
x 二 xo 二 pt (zi 一 0, 土 1, 土 2……)， 

即 xz xo (mod p”), 其 中 ro = x1 (mod p), 
证 ， 我 们 用 数学 归纳 法 来 证 明 

(i) wx 一 1， 定理 显然 成 立 , 

Gi》 假定 定理 对 “一 1 的 情形 成 立 , 即 C8) 则 好 给 出 


f(x) = 0 (mod p”!) 
的 一 个 解 


Xoml 十 ze fo , (fo 一 0， 土 1,: ” ')，, 
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Xo 三 和 (modp)， 把 它 代 和 人 (6), 由 2 一 2 之 om, 可 得 
flxa-1) 十 六 1 (x_i) = 0 (mod p"), 
但 Kx 三 0 《modp"!)， 因 此 


fatf (xo1) 王 一 fe (mod p)- 


由 > 

xo-l 二 Xi (mod p) 
即 得 

f xt) = fr) Cmod p)s 

但 

(f(x),p) 一 1, 
于 是 

(p, fx)) 一 1。 
故 上 式 恰 有 一 解 


foi = to + pho (zo = 0, + 1,...), 
因此 刚好 给 出 6) 式 的 一 解 : 
x = ro pitat pio) = ro prto (一 0, 士 [1 …)， 
其 中 x 一 xi 二 pe- 和 (mod 思 ， 故 定理 对 “的 情形 同样 
成 立 。 由 归纳 法 ,定理 得 证 。 


定理 2 的 证 法 同时 提供 了 一 个 由 (7) 的 解 求 (6) 的 解 的 方法 ，- 


我 们 举 一 例 来 说 明 . 
角 2。 解 同 余 式 
f(x) = 0 (mod 27), f(x) = x + 7zx 十 4。 
解 : f(x) 三 0 (mod 3) 有 一 解 x 三 1《mod3), 并且 (1) 寺 0 
Cmod 3). 以 x 二 1 十 3z 代 和 人 f(x) 三 0 (mod 9) 得 
1C1) + 3af (1) = 0 (mod 9), 
但 (1) 三 3 (mod 9), (1) 三 2 (mod 9), 故 
3 二 32t1*2 三 0 (mod9), 即 24 二 1 圭 0 (mod 3), 
因此 4 二 1 十 31;， 而 
x*=1+3(1l+ 34)=4+ 4 
是 1(x) 二 0 (mod 9) 的 解 ， 
| XY 一 4 十 9t 
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f(x) = 0(mod 27), 


即 得 

即 1C4) 十 922f(4) = 0 (mod 27), 
18 + 94 三 0 (mod 27), 

即 . _ 
26; 十 2 三 0 (mod 3), 

则 

| fz2 = 2 十 35， 

故 

xy 一 4 十 9(2 十 35) 一 22 十 274 
“为 所 求 的 解 ， 


2.8. 素数 模 的 同 余 式 ”在 上 一 节 中 ， 我 们 把 解 高 次 同 余 式 的 
问题 归结 到 了 解 素数 模 的 高 次 同 余 式 , 但 是 我 们 还 没有 一 般 的 方 
法 [除了 将 0, 1,… ,pp 一 1 逐一 代 人 验算 ) 去 解 素 数 模 的 同 余 式 . 
本 节 就 素数 模 同 余 式 的 次 数 与 解数 的 关系 作 一 初步 的 讨论 。 首 先 
我 们 考虑 素数 模 同 余 式 

jz) 一 anxr 十 woritzr 十"…* 十 a 三 0 (modp), 《1) 
”其 中 总 为 素数 :而 os 送 0 (modz)， 

定理 1. 设 x+ 三 Cmod p), 1 = 1,..*,h 是 C1) 的 个 (不 
同 的 ) 解 , 则 

f(x) = xO— or Oo or Oo ifrls) Cmod p), C2) 

证 。 由 多 项 式 除 法 得 

f(x) = (x — od)fh(x) 十。 
其 中 f(x) 是 首 项 系数 为 a4 的 = 一 次 多 项 式 ,7 是 常数 ,由 假设 
fa) 三 0《modp), 克 + 三 0 Cmodp), 因此 . 
f(x) = (x — ad)fi(x) (mod p), 
令 x= 二 a (i 二 2,"'*,) 得 
0 = fC) = (6 — oa)h(o) mod p). 
但 oi 闫 aCmodp) (i 二 2,-…, 太 ,而 是 素数 , 改 
hoi) = 0modp) (=2,.…, A), 


e 25 8 


因此 ,显然 可 以 用 归纳 法 证 明定 理 ， 

定理 2、 同 余 式 (1) 不 局 余 的 解 的 个 数 不 起 过 它 的 次 数 . 

证 。 我 们 用 反 证 法 ， 设 (172 的 解数 超过 * 则 (17 至 少 有 > 十 1 
个 解 , 设 为 

xsoi(mnodp) GG 二 1,."', 14,7 十 1), 
由 定理 1 得 
fx) = ax — ox — 2) x Oo 0,) Cmod p), 
由 于 
0 f(t) anorni — oD (on+l 一 oo) (mod p), 

因为 娟 为 素数 ， an A 0 (mod p) 
. 故 有 一 个 (1 委 :未 < 1 使 ow 一 0 二 0 (modp)， 这 与 假设 巴 
盾 . 证 完 。 


$3. 二 次 剩 余 


. 解 一 般 的 二 次 同 余 式 ， 可 以 归结 寺 到 讨论 有 形 如 
x 三 n (mod m), (n,m)=1 
的 同 余 式 。 本 节 的 主要 目的 是 讨论 上 述 同 余 式 , 从 而 引入 二 次 剩 
余 和 二 次 非 剩余 的 概念 ， 此 外 ,还 将 讨论 同 余 式 - 、 
xx = nn (modp) 
以 及 引入 《次 剩余 ， 次 数 等 概念 . 
3.1. 二 次 剩余 和 Legendre 符号 
”定义 . 设 m 为 大 于 1 的 整数 ， 假定 (m, x) 一 1, 车 
x =n (mod m) 
有 解 , 则 * 辐 徐 凌 呈 的 二 次 得 人; 若 无 解 ， 则 ， 叫做 重 的 二 次 非 
剩余 . 
这 样 就 把 和 zw 互 素 的 数 分 为 两 类 ,一 类 为 二 次 剩余 ,一 类 为 二 
次 非 剩 余 ， 例如, 1, 2, 4 是 7 的 二 次 剩余 , 3, 5， 6 是 7 的 二 次 非 
剩余 . 
下 面 我 们 首先 讨论 奇 素数 ”的 二 次 剩余 和 二 次 非 剩 余 的 问 
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题 ， 即 讨论 同 余 式 
nCmodp), . Cn,p)=1 (1) 
的 解 ， 我 们 有 定理 1 


® ee 0 0 ® ® 


12， 2 o 2) 、 
就 是 模 z 的 全 部 二 次 剩余 ， 


证 。 如 果 (1) 有 解 , 则 (1) 只 有 两 个 解 ， 这 是 因为 《1) 有 解 ， 
设 为 + 三 x1 Cmodp), 则 +x 三 一 x1《modp) 也 是 (1) 的 解 , 且 xi 亲 
一 zi (mod p), 故 由 $2.8 定理 2 知 (C1) 只 有 两 个 解 . 显然 , (1) 若 


有 和 解 , 则 必 有 一 解 * 适合 1 之 * 志 二 Cp 一 1， 所 以 * 如 果 是 模 


? 的 二 次 剩余 , 则 # 必 和 (2) 中 一 个 数 同 余 , 反 之 (2) 中 任 一 个 数 
都 是 二 次 剩余 , 且 其 中 任 两 个 都 不 同 余 ， 故 (2) 是 模 P 的 全 部 二 


次 剩余 ， 同 时 可 知 模 b 的 缩 系 中 恰 有 二 人 一 1) 个 二 次 剩余 和 
立信 一 D 个 二 次 非 剩余 ， 证 完 ， 
定理 2， 如果” 是 模 ? 的 二 次 剩余 * 则 


”与 一 1 (mod p), (3) 
而 如 时 是 标的 二 次 非 开 侠 , 则 - 
ne 三 一 1 (modp). (4) | 


证 ,如果 *# 是 模 p 的 二 次 剩余 , 则 (1) 有 解 < 适 合 〈cs p) 一 
1。 由 《1) 推出 | 
| 二 = qf”! = 1 (mod p), 

即 C3) 成 立 , 再 由 w*"! 二 1 (mod p》 推 得 
a3 一 DG + D = 0 (modp). 
因为 是 奇 素数 ,所 以 (3) 和 (4 有 一 个 而 且 只 有 一 个 成 立 . 已 知 ， 
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当 是 模 p 的 二 次 剩余 时 起 (3 成 立 ,由 定理 1 和 $2.8 定理 2 知 
上 个 = 二 次 剩余 是 同 余 式 + = 1 (mody) 的 全 部 解 ， 这 样 


pt 二 次 非 剩余 是 同 余 式 x = 一 1 (mod p) 的 全 部 解 , 故 


2 是 本 ?的 二 次 剩余 , 则 (4) 成 立 。 证 完 ， 

实际 上 ， 定 理 2 告诉 我 们 7 是 模 的 二 次 剩余 的 充分 必要 条 
件 是 (3) 成 立 ,而 7 是 模 ? 的 二 次 非 剩余 的 充分 必要 条 件 是 (4) 成 
立 . . 

定理 2 给 出 的 判别 方法 在 比较 大 时 ,很 难 实际 运用 ,现在 引 
人 Legendie 符号 ,以 便 给 出 一 个 易于 实际 计算 的 判别 方法 ， 

定义 。 设 P 为 育 素 数 ，(p, mn) 一 1， 令 

人) {上 芝 " 是 半 8 的 二 次 和 人 
若 ” 是 模 p 的 二 次 非 镜 余 。 

函数 (也 ) 叫做 Legendre 符号 . 


由 于 # 二 ww (modp) 时 ,zn 和 同 为 二 次 剩余 或 同 为 二 次 非 
剩余 , 故 有 


由 定义 立刻 得 出 
(2) = (modp), C5) 
由 (5) 不 难 推出 Legendre 符号 的 下 列 性 质 : 


pl p=-t p-l p=—l 
N12 HN Oe a 
( +] 三 《zz NA 2 —n Tn 3 ‘m2 


-国人 -的 oo 
而 左右 两 端 上 取 值 土 1 故 有 性 质 3° 成 立 ; 
-人 
这 样 , 任 给 一 个 整数 4, 计算 (2 ) 时 ,只 需 算出 下 面 的 三 种 值 ， 
(二 +), 人) (全 (4 为 再 素数 )， 
因为 当 = 分 解 为 一 士 2ogf 和 时 ,2 之 二 过 4 
9 (一 1,…, 5 是 素数 , 则 


加) 人 的 一 人 
为 了 计算 (2 )。( 全 )， 我 们 需要 下 述 定 理 。 
定理 3， 合 P>2, (ps) 一 1, 设 广 (p 一 1D 个 数 
275s Cp— Dn Cmodp) 
的 最 小 下 余数 中 有 "个 大 于 十, 则 ， 


-ew 


证 ， 以 av …r，a 表示 余数 中 小 于 zp 的 所 有 数 , 61,…， 


6ms 表 余 数 中 大 于 二 的 所 有 的 数 ,显然 ! + m = tCp 一 D, 且 


1 责 (p 一 0 


Hol I t= (eo!) modp), (9 
了 t=1 k=1 2 | 


ee 29 » 


p—o 也 在 1 和 二 ;一 1) 之 间 ， 故 4;， p—b, (= 1,:.*, 1, 
t=1,..*, m) 是 7 和 二 人 一 起 之 的 到 (一 让 个 数 . 现 证 这 


(p 一 1) 个 数 各 不 相同 ,只 需 证 4 关 p 一 b1, 如果 a; 二 一 bb， 
则 有 | 
xn + yn 二 0 (modp) (1<*<i(— 1)， 


1<7<i (oD), 


即 


x+y==0 (modp), ， 
此 不 可 能 , 故 
了 m 
Hl -= (3 ). 
由 (6) 得 
C5) = Lele 
=(-D"I1e ll 
= (一 人 J (mod p), 
故 得 
ni = (一 Dr (mod p). 
由 定理 2。 可 知 
(£)= (一 Dr Cnodp), 


即 得 
全- 1)”。 “证 完 ， 
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在 定理 3 中, 取 ”= 2, 则 


2, 2.2,3.2,...， (3 .2 


已 是 模 p 的 最 小 正 余数 ， 现 求 出 适合 
p p p 
7 MX<? << 
的 的 个 数 , 即 得 m = [二 | -- [三 |. 
令 p 一 84 十 +， +r 二 1,3, 5, 7, 则 得 
了 >] “ 
1p 一 24 十 [| 一 [| 三 0,1,1,0 (mod2), 
故 得 下 面 定理 . 
定理 4 着 ?是 才 素数 ,出 
2\ ve5L 
(全 -于 D 
换 句 话说 , 若 p 三 土 1 (mod 8)， 则 2 是 模 ? 的 二 次 剩余 , 若 p 三 
土 3 (mod8)， 则 2 是 模 乡 的 二 次 非 剩 余 ， 
下 面 给 出 二 次 互 逆 定理 ,证 明 略 去 . 
定理 5. 令 a > 2, 92 是 两 个 素数 ， p 关 4s 则 


-pi 


-One 


3.2. Jacobi 符号 引入 Legendre 符号 ,运用 互 逆 定理 ,可 以 
判断 二 次 同 余 式 是 否 有 解 ， 但 是 要 遇 到 把 一 个 数 » 分 解 成 标准 分 
解 式 这 个 麻烦 的 问题 ,这 就 是 运用 Legendre 符号 进行 计算 时 的 缺 
点 ,去 掉 这 一 缺点 的 一 个 方法 就 是 引进 Jacobi 符号 . 

定义 ， 设 mw 是 一 个 正 奇数 ，m 二 pip2' pis pili 二 1,.*…*,2) 
是 素数 《mm 7) 一 1， 则 
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叫做 Jacobi 符号 ， 


例如 (二) 一 1 若 (ms) 一 1, 则 (入) 一 1 
。 关于 它 的 计算 法 则 容易 得 到 定理 1 


定理 1. 设 ” m 为 正 雷 数 . 


1? 若 # 三 n' (mod m), 和 《2， m) = 1, 则 


外 -的 


2° 若 (n,m) = (n,m )=.1, 则 


加 (的 =- (二 


3? 若 (n,m) 一 《x',m) 一 1， 则 


加 后 下 


定理 2 (二 ) 一 (一 DY. 


故 只 需 证 > 人 二 = 三 
i=1 


: 一 1 显然 是 对 的 ,又 对 任 二 奇数 和。 有 
wl1 (nod2), 


4 一 1 上 2 一 1 UV 一 
2 2 
故 用 归纳 法 .由 


pl Sp p—l 
2 


一 】 
(mod 2) 就 行 了 。 


Pp,— 


= ( 动 - 直 ( 动 -Co 


即 得 定理 。 证 完 . 
定理 3. (2) (一 Di 。 


证 ， 对 任 二 奇数 wx, > 有 (wi 一 1)( 一 1) 三 0 (mod16)， 故 
uw 一 1 = 
| 8 .8 


用 定理 2 的 证 法 可 得 定理 ， 证 完 . | 
定理 4 着 wm” 与 ”是 二 焉 奇数 , 且 《m+) = 1, 则 


2) 二) 一 (一 1) 


OO eae) 


=TH 5 开 了 CD 全 全 


亏 一 mod 27)， 


= (一 DS 一 (一 写生 


证 完 . 
关于 Jacobi 符号 有 几 点 要 注意 : 
1. 它 具 有 Legendre 符号 一 样 的 计算 法 则 , 没有 和 是 素数 的 限 
制 , > 是 奇数 时 , 也 不 需要 把 = "分解 成 素 因数 的 乘积 ， 所 以 计算 起 
来 很 方便 。 


2. 在 ?一 工时 (三 ) 的 值 与 Legendre 符号 (2 ) 的 信 相 等 (这 
里 是 一 个 奇 素数 
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3. 在 1 之 1 时 ,如 果 ( 王 ) = 一 1， 则 ** 二 # (modm) 无 解 . 
-但 当 ( 世 ) 一 1 时; 式 二 a《modm) 不 一 定 有 解 . 


9 3 
《mod 9) 无 解 . 

3.3. 二 项 同 余 式 x 光 三 nCmodp) 设 P 是 素数 ,本 节 讨 论 二 
项 同 余 式 


如 (之 ) ~ (之 ) 全 ) 一 (一 DD( 一 上 一 .而 同 全 式 *=2 


三 n(modp), (p,7)=1, 
我 们 有 定理 1. 
定理 1， 同 你 
三 1 (mod p) (1) 
证 。 设 d= (tp — 1), 必 有 二 整数 ;和 :使 
s 琢 十 tp 一 1)=4d, 
这 样 有 x 一 (zt eo) 所 以 C1) 的 解 必 为 
= 1 (modp) . (2) 
的 解 ， 反 过 来 , (2) 的 解 显然 是 (C1) 的 解 . 
因此 ,我 们 只 需 证 明 (2) 的 解 的 个 数 等 于 4d, 由 $2.8 定理 2 知 
Q2) 的 解数 不 超过 .4d, 而 


te 十 xi 十 1 二 0 (modp) 


xz4 一 1 
的 解数 不 超过 p 一 1 一 4d, 又 由 x?7! 一 1 二 0 《mod p) 的 解数 是 
一 1, 所 以 上 式 的 解数 应 是 p 一 1 减 去 (2) 的 解数 , 故 (2) 的 解 
数 之 4, 定理 得 证 ， 
定理 2， 二 项 同 全 z 
xt 三 1n (mod p) (3) 
或 大角 ,或 有 (4 9 一 上) 个 名 
证 ， 如 果 (3) 有 一 解 , 设 为 x。, 由 于 (xo, p) 二 1。 所 以 存在 x 
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使 zx 三 1 em p), 记 以 or 表示 这 样 的 整数 , 则 由 (3) 
rw}. n= 1Cmnodp)。 
令 Z = xjz， 相生 寻 立 一 个 (3) 的 亲人 到 CD 
集合 上 的 映射 7 其 定义 如 下 : 
olx) 三 2Z, x = xoZ (mod p), 
这 里 x, Z 分 别 是 (3), (1) 的 解 . 
如 果 wx 是 C3) 的 两 个 解 ,那么 Ce = Zi。 cz) 二 Z2, 而 
x1 三 = #21, x2 三 X02Z2， 所 以 Zi1 关 2 (modp), 即 Z1, 2; 是 (1) 
的 两 个 解 ， 这 就 证 明了 o 是 一 一 对 应 的 。 由 定理 1 知 (1) 的 解数 
是 hsp 一 1), 故 (3) 的 解数 (如 有 解 的 话 ) 也 是 (4, p 一 1). 证 
pA 
定理 3， 着 * 过 柑 ? 的 缩 系 , 则 ** 取 上 一 7 个 素 不 同 全 
的 值 
证 ， 把 模 # 的 缩 系 中 一 1 个 数 按 它们 的 次 方 同 余 Cmodp》 
的 分 为 一 类 (这 是 一 个 等 价 关系 )， 这 样 就 将 p 一 1 个 数 分 成 了 若 
千 没 有 公共 数 同时 也 无 遗漏 的 类 。 由 定理 2 知 每 一 类 有 (4, p 一 
1) 个 模 ? 不 同 余 的 数 , 故 整个 请 一 1 个 数 分 成 一 和 一 个 类 ， 


(p — 1,&) 

每 一 类 对 应 一 数 , 模 p 互 不 同 余 . 证 完 . - 

3.4. 整数 的 次 数 ”我 们 知道 , 如果 C(x, 有 = 王 1, 则 7 二 1 
《mod z)， 我 们 引进 次 数 的 概念 如 下 ， 

定义 ， 设 4 为 一 整数 ，(4，, n) = 1， 适 合 

h! = 1 (mod ») 

的 最 小 正 整 数 1 叫做 对 模 # 的 次 数 , 或 的 次 数 , mod 

定理 1 设 4 的 次 数 为 1， mod 2， 车 如 三 1 (mod 2)， 则 mw。 

证 , 如 果 定理 所 给 条 件 不 成 立 ， 则 必 有 两 整数 g 和 +, 使 

m= gl+r 《0 一 > 到 1)， 


而 
lh = hr = hl hh (modn), 
这 就 和 1 的 定义 相 违 背 ， 证 完 .， 
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推论 . 设 (4， 人 9 一 4 对 借 ” 的 次 数 为 1。 则 /19(z7>. 


证 ， 因为 Tp 一 1 所 以 < Pp 一 1) 一 1, 由 $3.3 定理 1 知 ， 
同 余 式 
x! 二 1 (modp) 


有 /个 解 ,它们 正好 是 4, a?,……, a! Cmod p). 
另 一 方面 。 我 们 来 证 明 这 1 个 解 中 有 pC) 个 次 数 是 1, 因为 
当 (rs 1) 二 1 时 , 设 a' 的 次 数 是 1 由 a7 二 1 (Cmodp), 故 Yl; 
而 a 三 1 Cmodp), 故 ilrt, 于 是 1/。 这 样 便 得 到 7 一 1. 反 
过 来 , 着 «的 次 数 是 1, 必 有 7, ) 二 1, 否则, 设 (> ,1) = 4， 


d > 1, 于 是 (a)Y* 二 1 (mod p), < 1, 和 1 的 定义 矛盾 。 这 


就 证 明了 如 果 存 在 一 个 整数 4, 它 的 次 数 是 1, 则 恰 有 pQ) 个 不 同 
的 整数 , mod p» et 证 完 , 
ta eeD. 

证 ， 设 于 (站 代表 1,2,…,p 一 1 中 次 数 为 1Cmodp) 的 个 
数 ， 又 因为 1,2，……*,p 一 1 中 和 任 一 个 数 的 次 数 都 等 于 某 一 个 1， 
中 一 1。 故 有 


2 YD =p—1. (1) 


Tp-—1 
另 一 方面 ，Euler 函数 有 一 个 容易 验证 的 性 质 即 
> 90) =p—1. (2) 


iip—1 


由 于 定理 2 告诉 我 们 (1) 或 者 等 于 零 , 或 者 等 于 pC1)。 从 
而 CD 短 (0)， 改 由 《1),〈27 得 到 的 和 式 
2 (PD—VD) 一 0 


. Up-l 
的 每 一 项 都 是 非 负 的 ,所 以 必须 有 多 (DD 一 (0。 证 完 。 
现在 给 出 两 个 便于 计算 次 数 的 结果 ， 


es 36. 


定理 3、 如 果 ， 一 pf…pxt， 整 数 模 7 的 次 数 等 二 整数 4 
模 pri 一 1 ) 网 次 于 的 最 小 人 全 数 ， 
证 ， 设 所 表示 4 模 pf 的 次 数 Gi = 1,…, ,4 一 [， 
fx], 则 由 
到 二 1Cmodp) (= 1,...,h), 
得 
h’ = 1 (mod»), 
如 有 果 4 不 是 z 模 # 的 次 数 , 则 设 的 次 数 为 4, d < 二 4d, 但 由 
h’ = 1 (mod.n) 
可 得 
hr =1l(Cmodp) (=1,...,h), 
故 fei 二 1,…,《)， 此 与 4 是 最 小 公 阅 数 矛盾 .证 完 . 
定理 4， 设 是 一 个 素数 模 产 的 次 数 是 f;, 则 或 者 fin 一 
i 或 者 jit 一 pf; 且 又 设 pillh 一 1?， 进而 有 
=| 六， 如 果 2 委 j 委 与 
z 六 如 果 i 一 1 
证 。 因 为 Wi 二 1 (mod z7)， 族 (Wi 二 1(modp), 且 


p—1 


> (p17)* .= 5 1 三 p (modp’) = 0 (mod p), 
k=0 


k=0 


”又 有 由 三 1 《modp')， 故 可 得 
ph — 1 = (hi — » (5 Ch 人 三 0 (mod pi+!), 
- k=0 


故 fin|pf;。 又 因 好 + 1 (mod 2)， 故 有 |fir1。 由 于 是 素数 ， 
所 以 或 者 fi 一方， 或 者 fi = pi | 

由 于 pila C1, 故 jj = 2, 3 另 一 方面 ， flfi 
(二 2,3,…', 人 站, 政 有 fj 一 ,2 所 ij 志 i; 对 于 也 >， 则 
pih 一 1， 因 此 fin = ph, fin = phin = pe 一 :六 


1) 符号 a 省 5 表示 a'|b, atitb ,ss 之 1， 
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例 , 设 4 一 7, p 一 2, 求 7 模 2% 的 次 数 fi 
由 于 ==1, 一 2， 且 7 一 1 二 48，24148， 玫 加 一 
20- .2 一 128, 
3.5. 原 根 和 指数 由 $3.4 定 理 3 知 有 9 一 1 个 不 同 余 
的 数 ,它们 的 次 数 是 p 一 1、mod p， 我 们 引进 
定义 ， 次 数 是 p 一 1 的 整数 叫做 的 原 根 ， 
令 8 是 ?的 一 个 原 根 , 则 | 
gs 81 8 Cmod p) 
” 必 无 两 个 互相 同 余 ,否则 设 
g=gi(mdp) (Oi<i<p— 2), 
故 
gi(gi’ — 1) = 0 (modp), 
于 是 : : 
、 gi = 1 (mod p). 
故 p 一 11i 一 i,， 这 是 不 可 能 的 ， 
由 于 上 述 原 根 的 性 质 , 我 们 有 下 面 定 义 ， 
定义 ， 任 一 整数 x，(n, p) 一 1， 必 有 一 数 a, 使 
1 三 g° (mod p) (0 和 4 一 p 一 1)， 
a 首 做 +# 的 指数 ，mod p, 以 a 一 inden 表示 ， 在 不 易 引 起 混淆 的 
情况 下 ,简写 成 a 一 ind ”。 
若 2 为 任 一 整数 ,使 
如 二 有 (mod p), 
显然 5 之 indn， 由 
gird"(Cgeinds _. 17 三 0 (mod py), 
故 有 
ge indr 三 1 (mod 2 


b= indn (modp — 1). 
指数 与 通常 的 对 数 类 似 ?$ 有 下 面 的 性 质 : 
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这 是 因为 , 若 设 


1%， 如 果 pta5, 则 
ind ab = inda 十 ind2 (mod p — 1), 
这 是 因为 , 著 设 a6 = gi Cood), 4 = gate (modp), 6 二 gle 
(mod p)， 则 | 
gindob = 4b = pinis , gindb — gindatind? (mod p). 
故 
ind ab = inda + indb (modp — 1). 
2°. 如 pta, 则 ind a' 三 lind a (modp 一 1). 


a! 三 ginde ， = ginds (mod p), 
故 
a = (ge)! = glinds (mod 力 )。 
所 以 
ind #! 二 iind a(modp — 1). 

对 于 4 是 复合 数 的 时 候 ， 如 果 存在 整数 8 使 8 对 模 » 的 次 数 
是 p(n), 那么 这 样 的 8 叫做 对 模 # 的 原 根 . 我 们 有 定理 1, 

定理 1。 "有 原 根 存在 的 亦 分 必要 条 件 晤 + 一 2,4, 2,27 
这 里 1 之 1, ”是 奇 素数 ， 

证 ，(i) 设 = "的 标准 分 解 式 为 

n = 证 区 5 Pp ps 

任 一 整数 a，(4, 1) 一 1 必 适 合 
avbi) = 1 (mod pi), 


令 1 是 gp(pf),*……， 注 绩 的 最 小 公 倍 数 , 则 


= 1 (mod »), 
故 如 果 ? 二 pln), 则 ? 无 原 根 存在 , 而 仅 当 pe 人。 *» plp!s) 
两 两 互 素 的 时 候 1 一 pCx)， 所 以 , 当 p 之 2, 因 plp 为 偶数 , 故 - 
4 不 能 有 两 个 不 同 的 奇 素 因 数 , 即 ”有 原 根 , ” 必 为 22, p'， 2 之 
一 . 若 2，9(29 一 2 一 :， 故 仅 有 关 一 2 p', 2p' 三 种 可 能 
性 。 | 
(ii) 4 = 2', 若 1 一 1, 1 即 为 对 模 2 的 原 根 ; 若 1 = 2, 3 
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和 : a 


即 为 对 模 4 的 原 根 ,因为 (a, 2) 一 1 时 ， 
三 1 (mod 2), 若 ei 二 1(《mod27"), 则 

a = (1 + 12 = 1 + 2 + 2 = 1 (mod2'), 
故 由 归纳 法 ,对 任 一 个 奇数 a, 当 / 之 3 时， 

| a = 1 (mod 27), 
此 时 9(22 = 一 2 一 >>22， 故 当 ! >>2 时 ,# 二 2 无 原 根 . 

Gii)》 设 # = p', 已 经 知道 1 一 1 时 , p 有 原 根 存在 , 设 8 
为 的 原 根 ,如 果 8 和 :一 工夫 0 (modp”); 则 取 + 二 g; 著 
8* 1!—1=0 (modp’), 
则 取 + = g 十 zp， 也 是 的 原 根 , 且 
rl= (g++ pC—1l 

gr !+(p—l)per —!1 
= 一 好 二 天 0 Cmodp?). 


用 


设 
rl—1= yp， pk, 
由 归纳 法 可 证 
(1 + Rp)*” =1+ kp modp’) (> 0), 
故 


Cr 人 0 = (1 + RP)? = 1 + pt Cmod pt’), 
这 里 p 性 , 令 十 2 一 2， 即 得 
rt DdD 1+ kp" (mod p') (> 2), (1) 
， 设 + 对 模 p' 的 次 数 为 e, 则 cjp(p) = 二 pT!p 一 1), 又 因 + 是 P 
的 原 根 , 故 p 一 1le, 可 设 。= pp 一 1), 0<1 志 1 一 1, 但 由 
《1) 知 : 只 能 等 于 7 一 1, 即 。 一 gp(p), 所 以 + 是 p' 的 原 根 ， 
(iv) # 二 22'， 设 8 是 py 的 原 根 . 我 们 来 证 明 8 是 奇数 
时 ,也 是 2p' 的 原 根 ， 
因为 (g, 22') 一 1， 故 
g90p0 = 1 (mod 2p'), 
设 z 对 模 2 的 次 数 是 5 则 
blp(2p') = plp'), 
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三 1 《mod p)s 
则 
pp)1s, 
故 
5 = pl2p'), 


如 果 8 是 偶数 , 则 同 理 可 证 g 十 p' 是 模 2p' 的 原 根 证 完 . 
判断 一 个 整数 8 是 否 是 ” (x 一 p' 或 2p') 的 原 根 ,不 需要 逐一 

计算 gl g?，,……,g?"1!, (mod wn)， 而 只 需 计算 g' (mod wx)， 这 里 

zp(n), 基于 这 样 的 要 法 。 我 们 有 

定理 2. 设 ” > 1， | 人 22 sks 


gr 1 modn) G1,2,.., (GD 
证 。(i) 着 # 是 模 + 的 原 根 ; 则 8 对 模 的 次 数 是 p(x), 但 
0 一 -2 < p(n) (i 一 1,2,…, 和 )， 收 (1) 成立. 
GD 着 (1) 成 立 ， 设 8 对 模 # 的 次 数 是 所 假定 p(n 
因 fpCn)， 所 以 92 是 大 于 1 的 整数 , 故 有 某 个 9， 2), 即 


0 -ao 2 -各 了 


BY 一 gl = (gi)* = 1 (mod n), 
这 与 (1) 式 矛盾 , 故 1 二 p(n), 即 8 是 模 x 的 一 个 原 根 ， 证 完 ， 
3.6. 次 剩余 ”类似 二 次 剩余 的 概念 ,一 般 的 ,我 们 有 
定义 ， 设 ?是 一 个 奇 素数 , pfn, 若 
x* = n (mod p) (1) 
有 解 , 则 ?hu 做 模 z 的 次 剩余 ,否则 叫做 模 ? 的 《次 非 镜 余 ， 
定理 1，? 为 模 p 的 次 剩余 的 充分 必要 条 件 是 


Kk, pC— 1)|ind >。 . 
证 . 设 indx 二 y，indw 二 a。 则 由 (1) 的 不 同 解 一 定 能 得 到 
同 余 式 


Ry = a tmodp— 1) 2) 

的 不 同 解 ; 反 过 来 , 设 *+ 二 gr’ (mod p)， 则 x 是 (1) 的 解 , 同样 由 

《2) 的 不 同 的 解 一 定 能 得 到 同 余 式 《1) 的 不 同 的 解 。 所 以 同 余 式 

(1) 和 (2) 同时 有 解 或 同时 无 解 ， 并 且 当 有 解 时 ， 解 的 个 数 都 是 

(Ab 一 1) 个 .而 (2) 有 解 的 充分 必要 条 件 是 (k,p 一 1)le .证 完 ， 
定理 2.，7 为 模 P 的 次 剩余 的 充分 必要 条 件 是 


oe oe § os 0 oe 0 0 0 。 


npD = 1 (mod p). C3) 
证 。 如 果 (1) 有 解 x, 则 由 (1) 
22 1- 二 wy 三 ] (mod p), 


有 反之, 设 C3) 成立, 且 设 
1 三 gi (mod 已)， 
_ 8 是 模 p 的 一 个 原 根 ， 我 们 有 


indm。 


8 Ti] 7 = 1 (mod p), 
故 
1lindn. ol 
p—l1lindn Rp 
由 此 推出 ， 
Ck, pC 1 lind UE 
由 定理 1 知 # 是 模 p 的 次 剩余 . 证 完 . 
现在 我 们 来 讨论 二 3 的 情形 ， 此 时 (1) 为 
二 (mod p), (psn) 二 1，p 之 5. (4) 
如 果 p= 6m 十 5,， 则 (3,6m 十 4 二 1， 此 时 (4) 有 和 解 , 即 对 任 
一 ph 的 z 皆 为 模 p 的 三 次 剩余 ， 如 果 p 一 6m 十 1， 则 


(3, 6m) = 3, 
此 时 C4) 或 者 无 解 ， 或 者 有 三 个 解 . 
特别 地 , 设 
w=2(mdp), p=6m+l1, (5) 
我 们 有 定理 3. 
定理 3，(5) 有 解 , 即 2 是 桔 p 的 三 次 剩余 ， 其 分 必要 条 人 
是 可 表示 为 
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对 


p= a 二 27 a,b 是 整数 ， 
以 后 讨论 数论 变换 要 用 到 这 个 结论 ， 其 证 明 ， 在 这 里 就 不 写 
出 了 ， 
3.7. Fermat 数 和 Mersenne 数 ” 形 如 下 ,二 2* 十 1 的 数 I 员 Fer - 
mat 数 ， 这 里 1 二 0, 1,2,…: ,已 知 前 7 个 Fermat 数 是 Ff 一 
3, Fi=5, Fi=17, Fs—257, Fi—65537, Fs= 641X 
6700417，。 Fe 一 274177 x 67280421310721 ,前 五 个 是 素数 。 
定理 1， 任 给 两 个 Fermat 数 F。, F,，m 关 4， 则 
| CF» Fs) 一 上 
证 .可 设 六 > 之 0 m 二 # 十 >0, 而 革 F,, /| Ph， 
如 果 x 三 2”， 我 们 有 
Fut—2_ 22 一 1 
F, 27 十 1 
x 一 1 


一 一 = Xl 
+ 十 1 


故 F,| Fx 一 2， 且 Fr, 1| Fr 一 2， 推出 /| 2， 因为 F, 
是 奇数 , 故 i= 1, 证 完 ， 
利用 Legendre 符号 ,可 以 证 明定 理 2.. 


3 


R21?2 十 1 ， 有 过 0。 
证 ， 设 F, 一 22 十 1, :1, plF,, ? 是 素数 ， 易 知 2 对 模 


p 的 次 数 是 2 故 2"/p 一 1, 可 设 p 一 有 十 1 由 z>1 
知 让 三 1Cmod8), 于 是 (2) 一 1 而 


2 3 2 -一 | 
1=(F)=2. = 2 = (—1)? (mod p), 
故 2|h. 证 完 ， 
现在 讨论 形 如 2* 一 1 的 数 ,我 们 有 定理 3. 
定理 3。 若 2" 一 1 为 素数 。 则 ”为 素数 . 
证 ， 当 n=1 时 ，2" 一 1 一 2 一 1 二 1， 非 素数 。 当 w* 是 一 个 复 
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合 数 时 , 即 2 二 如; 1< <2， 那 委 24 一 上 2 一 1， 而 1 一 2 一 
1 二 2 一 1, 故此 时 2* 一 1 也 非 素数 ,证 完 . 
”” 设 p 为 素数 ， 形 如 2? 一 1 的 数 叫 Mersenne 数 ,是 前 已 知 使 
M, 一 2 一 1 为 素数 的 ”是 

2,3, 5, 7, 13, 17, 19, 31, 61, 89, 107, 127, 521, 607 ,1279， 
2203, 2281, 3217, 4253, 4423, 9689, 9941, 112133 19937. 
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第 二 章 “ 卷 积 运算 和 快速 变换 


$1. 卷 积 运 算 


在 信息 的 数字 处 理 中 , 卷 积 是 最 常见 的 一 种 运算 ,所 谓 两 个 复 
数 序列 Xn = 0,1,.……, M,C— 1), hsCn = 0,1,.…:, MC— 1) 
的 卷 积 是 指 : 


ys 一 3 hxXh 一 3 hxn—k (C1) 
or ken, oe Ten, 
(n=0,1,2,..., M+ M;— 2). 
容易 看 出 ,在 M, 一 M， 一 也 时 ,算出 yos 7 …，。)2r- 共 需 L? 
阶 次 乘法 和 L? 阶 次 加 法 ,那么 当 工 很 大 时 ,大 量 的 乘 、 加 法 运算 是 
很 费时 间 的 。 于 是 , 寻找 快速 计算 它们 的 方法 就 是 一 件 有 意义 的 
工作 了 . 
通常 通过 循环 卷 积 来 计算 C1) 式 .两 个 序列 xsCx 一 0,1，……， 
NN 一 1) 和 hl 一 0,1,"…', NN 一 1) 的 循环 卷 积 定义 为 


N-1 N-1 一 


ys = DY) rihoniy 一 > rainwAn C2) 
R=0 ， 


=0 
(x=0,1,..",NC— 1), 
- 、 人 X19°" ?Mem 和 ho, 和 » het 的 卷 积 (1). 


2 < NM 十 NM 一 1 过? (3) 
证 ， 设 序列 


1) 因为 要 用 快速 演 眉 ; 故 取 NN 一 2” 满足 (3), 实际 上 ， 取 和 N= 二 M+Mi 一 1， 
就 可 由 《2) 推出 (1). 
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人 ;一 0 1,...,M,— 1, 
0 
hi i 0, 1 Mi— 1, 
0, i=M, Mit ls M+Mm 2 Nl. 
由 (2), 两 个 序列 my ri，xw- 和 下， 大 ,hw 的 循环 卷 


, 积 是 


i=/ 
" \ 


N-1 
y= >) (Ca 一 0 1 N—1). 
k=0 


ee 


在 4 二 0,1,…, Mi 十 M; 一 2 时 ， 


N-1 Mi-1 
” » a ” 
ys 一 >») XR (RON 一 > Xk nN 
k=0 k=0 
Mi-1 M,—1 M—1 
了 a 里 
一 >， Xrhon—iyw 十 > Xkh a AN 十 了 > ThA RN 
k=0 k=0 k=0 
Den—k<M, n—kzM, ”nn~k<0 
Mi~1 Mi-1 
[EL 
一 >， Akon 一 RN 一 >， xhA = Yne ~ 
二 =0 k=0 
OSn—k<M, 0 和 1 一 KK<Mz 
这 就 给 出 了 (1) 式 。 
§2. DFT ~ 


一 般 带 用 离散 传 里 叶 变 换 (简称 DFT) 来 计算 复数 域 上 的 循 
_ 环 卷 积 . | 
任 给 序列 ran = 0, 1,.**:,NC— 17)， 变换 


Xx 一 Sin, Wn 一 an Ch 一 0， 1,*， NN 一 1) (1) 
称 为 一 个 长 为 N 的 DFT.。 其 逆 离 散 全 里 叶 变换 (简称 IDFT) 为 
x 一 Kw (n=0,1,..,NC— 1). (C2) 

N r=0 


《1) 和 (2) 可 以 写成 矩阵 形式 
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这 里 
1 1 oes 1 
1 WN! on- Wa 


T=1!1 Ww ss WAN 3 
1 WiND. .WN-1) 
1 1 1 
1 Wy "» WN! 
7 一 六 1 瑟 和 了 _ 
’ 1 WN”! 人 WR- | 


- 利用 复数 域 上 六 次 本 原单 位 根 Wn 的 下 列 性 质 : 
1 Ri， f1, 如 果 三 0(mod N)， 
po DA {0 如 果 p 闫 0 (mod N)。 
不 难 验证 TU = Ix，7w 表示 入 阶 单位 矩阵 ， 可见 UV = 7™!。 因 
此 (1) 和 (2) 互 为 逆 变 换 ，, 
DFT 的 重要 作用 在 于 它 具 有 所 谓 的 循环 卷 积 性 质 . 
任 给 两 个 序列 x0, ti ,xwa 和 加， 如，hpvw-l， 且 设 


人 一 工 N-—1 
Ri= DraWit, Hi= 2) h Wat, 
n=0 n= 人 0 


N-1 > 
一 DD) yWR"™t (X=0, 1……。 AN 一 1)， 
n=0 


其 中 因由 $1 的 (2) 式 给 出 , 则 有 
Yi 一 Xr.* Hi (k=0,1,.…, NO— 1), 
这 是 由 于 


N-1 N—1 
Xe Hi = D) raWit. DhWiR 
#=0 1=0 


N-1 N-1 


= 2) >) rohiW n't OR 


n=0 i=0 
N-1 


二 > ( > xi ) Wn 
t=0 ‘0¢&n,1&N—1 
n+l=+(modN) 


N-1 ,N-!1 


一 了 ， (Z Taf un)y Wa 


i=0 ‘n=0 


N-1 - . 
一 Dj ywWa* = Y. (t=0, 1,..., NO— 1), 
1=0 


由 此 推 知 循环 卷 积 的 计算 可 以 通过 两 次 DFT 和 一 次 IDFT 来 完 
成 ， 


§3. FFT 


直接 按 $ 2 的 (1) 式 计算 DFT,; 求 出 全 部 NN 个 XR 二 0， 
1,'…,N 一 1) 共和 需 入 次 乘法 和 入 ?次 加 法 ， 当 NN 很 大 时 ,运算 
量 是 相当 大 的 。 而 且 由 于 x4C4 一 0, 1，*…s NN 一 1) 一 般 为 复 
数 ， 所 以 这 里 的 乘法 与 加 法 都 是 指 复数 运算 ， 六 十 年 代 出 现 了 一 
种 计算 DFT 的 新 算法 , 它 大 大 地 减少 了 运算 次 数 , 这 种 算法 通称 
为 快速 传 里 叶 变换 , 简 记 为 FFT， 下面 介绍 这 一 算法 的 基本 思想 . 
其 一 般 的 迭代 公式 将 在 以 后 给 出 。 

我 们 设 序列 的 长 度 N = 2"。 并 以 Ow 表示 计算 长 为 N 的 
DFT 所 用 乘 加 法 次 数 ,一 般 的 , Ow 不 仅 与 长 度 X 有 关 , 而 且 还 与 
所 采用 的 算法 有 关 , 如 果 直 接 按 $ 2 的 (1) 计算 , 则 Ow = 和 N?， 以 
下 我 们 不 用 这 种 直接 算法 ,而 将 序列 ze xi … ,xxw-: 依次 按 足 标 
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的 奇偶 性 分 解 为 两 个 子 序列 : 


{2 1=0,1,., 一 1). 
x X21+1 . 2 
~ 人 NN ” rr N 
这 两 个 长 为 二 的 序列 «入 (一 0 的 DFT 
分 别 为 : | 
和 
Xx 一 2) XW yy 
i=:0 N | 1 
~ N = 0,1, ,一 1), (1) 
了 jt 2 
Xk 一 2) Xl Wy 
1=0 
因为 
一 RF 
Wun—=Wi, Wa 3 
2 2 
故 
Nl Nl 
N-1 2 4 2 
Xi 一 DoW DD AWE 2) WHT 
n=0 1=0 1=-0 、 
和 


a i > 《27 
Xi-¥ + WHXEY; 访 、 


C2) 式 在 计算 上 有 重要 的 意义 ， 计算 X 与 XK ( 不 一 0 1 


他 一 1) 各 需 0wz 次 乘 加 法 ， 然 后 , 按 C2) 算 出 XiC4 一 0,1,…， 


N 一 1) 还 需 N 次 乘 加 法 .。 因此 通过 这 途径 求 出 XiC% 一 4 
1,*…, NN 一 1) 所 用 的 乘 加 法 次 数 为 20ws 十 入 . 如 果 直 接 计 算 


QD), 则 Ow 一 (总 】。 这 时 的 Ow 认为 
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当 六 较 大 时 ， 其 计算 量 比 直接 计算 所 用 的 和 ?次 乘 加 法 几乎 碱 少 了 
一 半 ， 
Pp NM 州 一 ! | 后 A 一 see。 人 _ 
因为 Y -: ， 故 又 可 将 才 与 地 (一 0 5 立 一 中 
分 别 分 解 为 两 个 长 为 、 的 子 序列 ， 重 复 上 面 的 处 理 办 法 ,可 以 将 
计算 名 与 XY (1 一 0。1,…, 六 一 1) 所 用 的 乘 加 法 次 数 Owa 降 


为 20w 十 pe 继续 这 一 过 程 , 直到 分 解 出 的 子 序列 都 只 由 两 点 
构成 . 直接 计算 其 DFT， 易 知 0; = 2， 于 是 当 我 们 把 长 为 的 
序列 分 解 为 二 元 序列 来 计算 DFT 时 ,就 有 

On = 20v + N, Ow = 20w + TY, 


0/=20i:+4, 0:=2. 
故 得 
Ox =2""10, + Cm— DN = mN = NlogsN. 
这 比 直 接 计算 所 用 的 和 N? 次 乘 加 法 是 大 为 碱 少 了 ,例如 NN 二 2% 心 
10: 时 ,EEN 一 Re ~ ~ 107; N = ?av 106 时 。log;N/N ~ 


5 X 10。 即 此 时 用 FFT 的 计算 量 分 别 为 用 直接 算法 的 计算 量 的 
百 分 之 一 和 五 万 分 之 一 ， 


$4. 秦 数 午 变 换 


对 于 快速 传 里 时 变换 ,一 般 要 求 DFT 的 长 度 是 2 的 方 寡 . 但 
是 , 当 DFT 的 长 度 是 一 个 寄 素 数 的 方 赛 时 ,利用 数论 中 原 根 的 性 ， 
质 , 可 以 证 明 , 此 时 对 DFT 的 计算 可 化 为 若干 个 循环 卷 积 的 计算 ， 
这 通常 称 为 素数 寡 变 换 ， 它 提供 了 用 循 还 卷 积 的 快速 算法 来 计算 
DFT 的 新 途径 ， 
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设 KnCA =0,i,..:,NC— 1) 是 复数 域 上 的 一 个 序列 ,熟知 ， 
一 个 长 为 N 的 DFT 指 


Xe DW eR 0 ls N 1). (C1) 
我 们 设 N= Pp。 ?是 一 个 奇 素数 ， 
Fw C1 1), (2) 
则 有 | 
p_i 


一 之 nr， Xi 一 x 十 带 h (一 1 一 1)， 《37 


由 于 (37 是 很 容易 计算 的 简单 加 法 ; 在 入 二 pp 时 把 (1) 化 为 循环 
卷 积 的 计算 ,通常 指 把 (27 化 为 循环 卷 积 的 计算 ， 

定理 1. 设 N 一 p。?” 是 一 个 奇 素数 ， 则 (2) 可 用 一 个 长 为 . 
p 一 1 的 循环 卷 积 来 计算 . 

证 由 于 p 是 一 个 奇 素数 ,其 原 根 存 在 , 设 为 g, 则 1, 2……， 
Pp 一 1 可 由 《g')。 GQ 一 0,1,.…, 一 2) 表示 出 ,于 是 (27 化 为 


Pp—2 
Kgn, 一 之 remoW 《2 一 0, 1, “**, p ~ 一 2), (4) 
由 于 8g 二 1 (mod ?9 所 以 (4) 是 两 个 周期 为 pp 一 1 的 序列 
Uy 一 Ye “(= 0, 1, …) 和 和 5， = WF(v 一 0， 1。' `) 的 互相 关 


函数 .而 此 时 ,我 们 知道 只 需 把 其 中 一 个 序列 重 排 一 下 , 就 可 化 
为 一 个 长 为 ?一 1 的 循环 郑 积 . 个 人 


9 
ee 


aa 
设 ， = 1, 即 定理 1, 设 :一 h 时 ,定理 成 立 ， 我 们 进一步 证 
明 :二 如 十 1 的 情形 ， 此 时 NN 一 pt 设 


1) 参看 本 书 第 八 章 . 
。 51 。 


ee 


ph+i . “ 、 
3 Xn Wh*, = Wi!, pC 一 1 pt 1). 
p+ . C5) 


_ 由 于 p*" 存在 原 根 , 设 为 g, 则 gCp*?) 个 数 下 一 1， p21! 
一 1, 力作， 可 由 | 8") pat! (Cu 一 0， 1 ， ”3 pp’*t) 一 1) 表示 出 ， 
于 是 (5) 化 为 


SS 


gplp tl) 


Kgl pt 一 之 rm ” 
(T=0,1,..-, pp — 1), C6) 
而 C6) 又 可 以 化 为 一 个 长 为 PC 的 循环 卷 积 ， 
此 外 , 尚 需 计算 
KD Wt(u = 0,1 "pO— 1) C7) 
和 
yi 于 ee k= 1 2 pr — 1),C8) 
、 胞 
而 、 
Xi = Xe Yr CplR, 一 [2 pt—1), (C9) 
显然 ,由 (7) 和 (9) 给 出 (1). | 
由 《7) 可 得 
pe tit hl pl1 
Xu 一 2 x Ws 一 立 之 ap 
(x = 0, 1 "»p’ 一 1)。 (10) 


， DY ri = (i=0,1,..,p*—1) 
-全 . 


是 简单 加 法 运算 ,容易 求 出 ,这 样 C10) 就 是 一 个 长 为 的 DFT. 
为 了 计算 (8), 由 于 对 5 二 0, 1,…,p 一 1 均 有 
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7 


pi 


petl pb 
h 六 
Y gph 一 > xaW (Ss? tn 一 > XatpW op 


于 和 
= Yr 一 0， 1 一 1)， 《117 


这 样 (11) 中 ptr Cr 二 0,1,… ,一 1D, 给 出 了 (8) 所 需要 的 
全 部 值 冯 ,py ptr Cr 一 0 1 久 一 1 8 一 0 1 一 1)。 
显然 (11) 是 一 个 长 为 六 的 DFT， 故 除 (6) 外 , 总 共 还 需 计算 两 
个 长 为 p* 的 DFT， 由 归纳 假设 ， 知 道 总 共 还 需 计 算 2 个 长 为 
q(p*) 的 循环 眷 积 ，22 个 长 为 pCp“!) 的 循环 卷 积 ,*…, 2 个 长 
为 pCp) 的 循环 郑 积 (除开 简单 的 加 法 不 计 )， 证 完 . 

以 上 证 明 也 是 构造 性 的 。 下面 举 一 个 例子 . 

例 . N= 二 = 二 9, 令 奢 , 一 三 .(1) 可 写 为 


Xs 111111111 EP 
XL 1 wimww wiw mw WW xi 
xX; 1 WWWS WW WW5W? x 
Xs 1WWS1 WW'1 WW Xx3 
Xs =| 1wWiww Ww ww yw wi x | 
Xs 1WW WwW WW Ww Xs 
Xe 1WW31 WWil WwW xé 
X7 | 1Wwmw mw Wiw ww x 
Xs 1 Ww ww Ww ww xs 
(5) 式 对 应 于 
" X W WWWWW:, x 
马 ; WwWwiwiw WW’ | | xa 
X, Wiwiw WiWw Wi || x 
X; | ww wiwwy xs | (12) 
X, WWWw WwW? | \xy 
X。 Ww WW WW X6 


由 于 2 是 模 9 的 一 个 原 根 , 且 当 i=0,1,2,3,4,5 时 ， (2), 一 
1，2，4。8，7，5， 设 av 一 YX (426 一 mm)93 h, = W™, 则 C12) 化 为 长 为 


ea 53e. 


6 的 循环 项 积 。 


Xo 一 > damh amy, (1 = 0, 1, 2, 3, 4, 5), 


二 0 
即 - 
总 栈 WWWWW jx | | 
苞 ， Wiw Ww Ww 5 1 
Xl| ww ww || x, 、 ! 
总 | wap ws | | x, 
玩 wwiw ww ws | | xz, | 
XX Wmw mw iw tm i za | 
(7) 对 应 于 
xo : 
x1 . j 
区 2 
Xi 111111111\| x, 
X;, I= TT WWI WWil WwWs x |, . 
Xs 1WwW ‘Wl WiWi1 wiwi Xs | 
. 、 Xe i 
\*7 | 
Xs 
因为 W? = WW;，(10) 对 应 为 . 
入 1 11V/x+x tr 
Xi | 一 | 工本 | 和 十 和 十 和 3 
XI \ 1 WiW, xz 十 xs 十 xg ” 
而 (11) 对 应 为 
Yo Y， Ys 111 xo 
YI=| Y=|Y,|=|1wW,wi | zx, |, 
Y; Y5 Ys 1 WasW3) \xs | 
于 是 昌 
。54 。 1 


x ' Y， 
X, _ x, 十 Yi 
Xs Xs Y;2 
Xx, Ky Y1 
Xs Xs Y; 


对 于 一 2p'!， 了 是 一 个 奇 素数 。 可 以 证 明 。 此 时 不 计 简单 的 加 
法 , C1) 仍 可 化 为 循环 卷 积 运算 . 


§5. WFTA 


在 七 十 年 代 中 期 ，Winograd 等 对 某 些 序列 的 DFT 又 提出 了 
一 种 新 的 算法 , 它 进一步 把 所 用 乘法 的 次 数 降 为 OCN) 阶 , 而 加 法 
次 数 大 体 保持 在 与 FFT 相当 的 水 平 ， 这 种 算法 通常 称 为 WFTA， 
下 面 只 对 WFTA 作 一 简要 介绍 ,而 不 列 出 结果 的 证 明 . 
我 们 知道 长 为 N 的 DFT 的 和 矩阵 表示 式 为 
”X= Tx, (1) 
| Xo | Xo ， 
X=| 全 | x=| 1 TW Gr =0,°,N— 1), 
Kw . . zy 
所 谓 变 换 矩 阵 Tw 的 一 个 标准 分 解 式 是 指 有 
SwCwRy 一 了 TV， C2) 
其 中 R, 是 一 个 7 X N 阶 的 关联 矩阵 ( 即 它 的 元 素 仅 取 值 0， 
十 1), Cw 是 一 个 J x 7 阶 的 对 角 矩 阵 ,，Sx 是 一 个 入 X J 阶 的 关 


” 联 矩 阵 ， | 


将 Tw 的 标准 分 解 式 (2) 代入 (1) 即 得 
X= SwCNRN， - . 《3) 
利用 关联 甜 阵 的 特性 ,从 C3) 容易 推出 计算 C1) 的 乘法 次 数 就 等 于 
对 角 算 阵 Cw 的 阶 数 J 
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如 果 允 许 7 取 较 大 的 数 :那么 标准 分 解 式 (2) 是 不 难得 到 的 ， 
不 失 一 般 性 ,下 面 以 N = 3 的 情形 为 例 , 说 明 三 N? 时 , 分 解 式 
《2) 一 定 存 在 . 


当 二 3 时 ,这 时 取 > * 
100 
010 
001 
， 111000000 100 | 
S=-|00o0o1l111000|，R=|olo |, 
000000111 001 
100 
010 
001 
WS 
WwW! 
0 
WS 
C3 一 WwW 3 
W3 
0 Ws 
wi 
W} 
就 有 
SC3R; = 了: 


当 很 大 时 ,分 解 式 (2) 对 节省 计算 量 没有 多 大 意义 ，WFTA 
的 思想 就 是 寻求 分 解 式 (2) 中 的 可 能 存在 的 最 小 的 J， 对 于 小 的 
N 一 2, 3, 4,5, 7。8。16。Winograd 应 用 域 论 的 方法 证 明了 此 时 
有 7~N。， 这 表明 对 这 些小 NN 计算 DFT 只 需 0CN) 阶乘 法 。 而 
且 其 加 法 个 数 也 与 FFT 大 体 相当 ， 
例 ， 当 NN = 3 时 ,不 难 验算 有 
1 0 0 


11 0 3 11 1 
1 一 二 0 
Ti=|11 1 2 /3 01 1 
1 . 
11—1/\o 0 一 01 一 1 


ae 5S6。 


对 于 一 些 较 大 的 入 。 可 以 通过 小 N 算法 来 计算 DFT， Wi- 
nograd 证 明了 下 面 的 结果 
定理 . 如 果 N= NN M ‘Ni, CN; ,N;) =1 (# 天 | 那么 
有 
一 《Twy 关 Tvr_ 沙 ， 沙 了 vi (C4) 


这 里 其 xx 二 过 站 与 的 分 最 的 次 库 得 到 的 水 表示 符 


阵 的 Kroneckes 乘积 . 
和 矩阵 的 Kreneckes 乘积 的 运算 规则 为 
4A4= (4i)mxn B= CBij)sxts 


./ auB:.*amnB 、 
4 水 及 一 1......-…- 
amB: “amnB 


是 一 个 ms X nz 阶 的 矩阵 . 
它 的 一 个 有 用 的 性 质 是 
AB* CD = (A*C)B*D). (C5) 
如 果 (4) 中 的 每 一 个 因子 Ni 恰 是 前 面 所 列 出 的 小 中 的 一 
个 :那么 Tw 就 有 一 个 低 阶 的 标准 分 解 式 
Twi = Sw:CniRy; GG 二 1,.…*, 工 )。 
将 上 式 代入 C4) 并 应 用 (57 得 
.KX’ = (Sv Cn Ru * Sw CN RNr_ 凡 …， Sw, CN RN 
二 (Swi 六 Swj_ 六"…… 米 SN,)CCwi* Cn 米 CN,) 
x CRn, * Rn, 六 "六 Ry x, 


则 


X’ = SvwCNwRNX。 C6) 
不 难看 出 (6) 中 的 5w, Rw 是 关联 和 矩阵, Cw 是 一 个 对 角 和 矩阵 . 
所 以 如 果 计 算 一 个 小 N 的 DFT 需 用 M; 个 乘法 ,那么 计算 
《6) 所 需 乘 法 总 数 为 
M 一 MiMT Mi 
最 后 , 举 一 个 例子 说 明 这 种 组 合 过 程 ， 


*® 57 4 


N 


一 12 一 3X4。 W = Wy = eh, 


这 时 (1) 式 表示 为 


上 


Xu 


Xo 


x | 
或 简 记 上 式 为 
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Wm ? mw? Ww" Wy! Wmw' HW?" 
Wo Wi Wa WS Wo WoW I Pp! 
wwmww ww Ww Wy mw 
WWIW WwW WW WW WS 
www www WW WW ws 
WS WOW WH I HW 
ww ww ww wm WW Ws 
ww ww mw ww ww "mw; 
WW WW WW Ww Wt 
WW WwW WWW WW WWIWS WS 
www ww ww www? 
WwW ww WW’ Ww’ WW WwW’ WwW! 


适当 调整 藉 与 x 分量 之 顺序 可 得 


WwW WW WwW") WwW" w?! wl WWW WwW? 
WwW som’| WW Ww’ pw WW WW’ WwW? 
1 
WWWw' ws WW WW WW WwW WS 
We, Wp" ws ws:! Wm ws Ww 
1 
! 
| 
| 


Wiws ws 了 
Wwi Ww op Ww’ Wi!! Weimwuw:’ wi 
WwW' wl WW JW Www Ww? 
WW WwW! Ww’? W™ Wi lw Ww 


一 | 一 一 一 一 


WwW WW! Ws ws wl WW Wt Wt . 


wow 1 Ww uw? ws| WiwW’ Ww! 
Ww ow sm ' Ww ! Wiw? Ws WwW’ jw wm WY 
WW wi| WeW5 Ww? | WW! WHW? 


X’ = Tix', 


-xo 
XL 
X2 
Xs 
Xe 


Xs 


X11 


(7) 


如 我 们 再 令 ， 


Xo Xa4 Xa 
Xo : “xX1 Xs 
二 ，» 了 1 一 3 y2 一 » 
Xs X10 *2 
X3 \xy Xl 
Xo 六 4 Xs 
XX， Xy Xl 
Y, 一 3 Y， 一 3 Y; 一 3 
Xs Xo 区 2 
xX, XI \x; 


则 (7) 式 变 为 


Y， WT WT WITAN /yo 
| "| 一 | WwW’'T, WT wr] bt ) 
Y; W°T, WT, WiT, y2 
利用 W1 = Ws 一 W}, we 


= (T;* TOX', 
这 时 再 代入 7 与 74 二 和 放 明 直人 慑 的 分 解 式 46) 了， 
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第 三 章 “数论 变换 的 理论 基础 


前 一 章 , 已 经 介绍 了 复数 域 上 的 卷 积 运算 和 DFT, FFT 等 概 
念 .本 章 主要 介绍 数论 变换 的 基本 理论 .其 中 心思 想 就 是 把 复数 域 
上 的 上 述 概念 一 一 推广 到 模 M 的 整数 剩余 类 环 Zw 上 去 讨论 . 


$ 1. 数论 变换 和 快速 数论 变换 


类 似 复数 域 上 的 情形 
定义 . 两 个 Zu 上 的 序列 xn(n 一 0。 1 AN 一 1) 和 h。 
(4 一 0, 1,… N 一 D 的 循环 卷 积 是 指 


N-—1 


yr = Di rboty =0,1,.., NC— 1), 1) 


| k=0 
这 里 的 运算 都 是 在 环 Zw 中 进行 
定义 . 设 Xi€ Zuli = 0,1,."…,NC— 1)， 如 果 作 用 在 序列 
Kos X19 "", XN—1 上 的 一 个 变换 
N-—1 
Ka—= Dr (一 0 一 DoceZu， (2) 
不 但 具有 如 下 形状 之 逆 变 换 
N-—1 
‘xn= NID Xi (2=0,1,...,N—1), (3) 
KA=0 
而 且 具 有 循环 卷 积 性 质 ， 则 称 C2) 给 出 的 变换 为 Zw 上 一 个 长 为 
N 的 数论 变换 或 一 个 Zu 上 的 DFT, 或 简 记 为 NTT?. 
所 谓 变 换 (2) 有 循环 卷 积 性 质 仍然 指 : 
任 给 Zu 上 的 两 个 序列 .wx， xz AN 和 hos fis***, fn-is 


也 以 后 将 证 明 逆 变换 的 形状 (3) 可 由 定义 中 其 余 条 件 推出 ， 


ee 00 ， 


且 设 
N-1 “ N=1 
全 一 >， Xn Hi 一 > ho 
n=0 了 一 各 


N-—1 
Yi = DD) yno"* (R=0,1,. ,NC—1), 
n=0 


其 中 y, 由 《1) 给 出 , 则 有 
Yr = Xr* Hx (人 一 0,1……:N 一 1)， 
N 一 工 的 序列 的 讨论 是 没有 意思 的 , 故 以 后 假定 之 2。 
定理 1， 设 M 一 外 … 逆 ，Zu 上 长 为 N 的 数论 谈 换 存在 的 
Le 是 Zu 中 的 一 个 N 次 单位 根 ， 
2. x 模 户 的 次 数 是 NG = 1,.…, 5). 
证 。 首 先 证 明 必要 性 。 设 变换 (2) 之 逆 变 换 为 (3), 故 N7' 存 
在 。 由 循环 卷 积 性 质 知 
而 Yi = Xe* Hi R=0,1,..…,NC— 1). 


N-1 N-1 


Xk * Hx = >) >， PCCPTDR 。 


1=0 m=0 


人 一 1 


N-1 
Yk 一 了 >， Xihoiy 十 >) yao - 
健一 1 


一 0 
N-—1 1 一 1 
= x DrAhyst Dy yr, 

故 由 Y; = X;* HH 和 序列 的 任意 性 可 得 or = 1， 即 “是 次 单 
位 根 . 

因为 变换 (3) 的 系数 矩阵 必 为 《2) 的 系数 矩阵 的 送 阵 ， 从 而 
可 推出 

D0 CG=1,2,,N—). 

由 此 进而 必须 有 

pito—1 Go=1,2s ?om 1; i=1i,?2,..',), 


9。 6061 ， 


否则 , 将 有 某 一 对 户 和 ”使 ple 一 1 成立， 而 由 pS 站 
推出 p;]|N, 这 与 N 一 存在 矛盾 ， 这 就 证 明了 < 模 户 的 次 数 为 N. 


其 次 证 明 充分 性 ， 设 “是 Zu 上 的 立 次 单位 根 , 则 


一 1 N-—1 


一 之 > Xrhm Qtmk 
一 0 m=0 
0<1 ,mEN—l Xxihm 十 0<1 mEN-I xm 


十 [名 Xihm 十 2 zj] of 十 。。。 


ttm=N+1l 


2 2 cp 
+ 2 Xibm Tt oo tel ifm | ° 


1+m=N—2 i tm=2N-2 


x (N—1) 
SL meN -1 mY 
了 十 到 三 太一 


-一 yo 十 yi 十 eo. 十 yw-azatN 一 2 十 YN = Yr。 


又 由 
-DC 一 mm 一 1 


pto 一 1 (人 一 1 一 1 一 1 9)， 
可 推出 


D0 《7r 一 1， 2 一 1)， 


再 由 wz 一 1 Gi 二 1,2，*…, 1) 知 N7' 存 在 ,~- 收 (2) 有 形状 如 
(3) 之 逆 变 换 . 证 完 . | 
定理 2， 设 M 一 名 … 砂 ，Zw 上 长 为 N 的 数论 变换 存在 的 
充分 必要 条 件 是 N10CM), 这 里 OCM) 一 (pi 一 1,…, 记 一 1). 
证 ,如果 Zx 上 长 为 N 的 数论 变换 存在 , 则 由 定理 1 知 : 
Nlp; 一 1G 一 1,"',s),， 即 得 NIOCM). 
反之 ,如 果 N10CM), 则 Nipi 一 -1 G 一 1 5)， 故 Zn 
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中 N-! 存 在 , 且 存在 @% 模 六 的 次 数 是 NG 二 1 ….。5。 由 孙子 
定理 知 ,存在 是 Zw 的 人次 单位 根 , 且 
a = & (mod pi) G=1,...,s), 


此 。 模 pi 的 次 数 必须 是 NG 一 1,…, 9。 否则, 存在 某 一 对 包 
和 . 
由 


DR plite 一 1， 
故 
| 蕊 《or ， 


于 是 推出 PiIN, 与 Nlp; 一 1 矛盾 证 完 。 
推论 。Zw 上 的 数论 变换 的 最 大 长 度 为 N 一 0CM). 


要 使 数论 变换 具有 快速 计算 的 效果 ,通常 需要 满足 三 个 条 件 : 、 


1 长 度 广 适合 具有 FFT 类 型 的 快速 计算 。 对 二 进 制 的 计算 
机 来 说 ,入 最 好 是 2 的 方 寡 。 

2. 由 于 需要 进行 大 量 的 乘 x 的 运算 ,所 以 ， 志 择 数论 变换 中 的 
0 之 二 进 制 表示 的 位 数 越 少 越 好 ， 当 然 以 oc 是 2 的 方 暴 最 理想 . 

3. 为 了 便于 在 机 器 上 进行 模 M 的 运算 , 选取 MM 之 二 进 制 表示 
的 位 数 愈 少 愈 好 ， 


我 们 把 和 FFT 一 样 的 快速 演 段 用 来 计算 满足 以 上 条 件 的 数 ， 


论 变换 的 整个 过 程 叫 做 快速 数论 变换 ， 
$ 2. 数论 变换 的 具体 构造 “ 


上 上 节 给 出 了 Zw 上 数论 变换 存在 性 的 两 个 判别 法 则 ， 当 M 一 
如 …' 和 NCN|OCM)) 给 定 后 .我 们 提供 下 面 两 种 求 “ 的 具 
体 算 法 ,而 且 所 有 满足 定理 条 件 的 “ 都 可 由 此 得 到 ， 

算法 一 
首先 求 出 8;, 使 B; 模 pi 的 次 数 是 NG 一 1 ……，2， 然 后 求 


se 63 ， 


di 使 
oN = 8+ dp lmodph) Ci 1,..,s). 
这 里 d; 可 按照 下 面 的 方法 逐步 求 出 ， 可 设 站 宇 1， 好 6 一 1， 
如 果 吉 宇 4i, 则 di 一 0, 如 果 志 二 4 一 1， 则 令 扩 一 1 = cep， 
pite;, 求 出 v; 使 
N . 
(Bi 十 oj = BY + NBY ty, pri + Ge ) [A 十 。。 
三 1 Cmod piit™) 
成 立 ， 上 式 推 出 v, 必须 且 只 需 满足 下 式 
ei 十 NBN-Iy; = 0 (mod pi), 
-而 pet NB 故 vi 存在。 如果 ti = 二 11， 则 ai 已 经 求 出 ; 如 果 
吉 十 1 之 1,, 则 重复 上 面 的 步骤 ,通过 有 限 步 计算 后 可 求 出 4 
最 后 由 孙子 定理 ， 求 出 适合 
. 0 = ol (mod p!i) G=1,..,s) 
的 c, 此 即 为 所 求 . 
算法 二 
设 p, 模 户 的 次 数 是 N, 令 a 一 BY 可 以 证 明 @ 模 六 的 
次 数 也 是 N， 为 此 , 设 4 二 1 十 9;p;，。 则 


oh ~ CB) C1 + gp 


pli 


一 1 十 2 Cpir Cgipi), 
R=1 


一 1 _ 


又 设 
prtll pi’ qip)* (一 10， 

则 

Ts 1+i- YK 

bt 之 li 一 1 十 D4) > 1 十 处 和 

一 一 1+Ak 一 一 > 一 1 
pi— 1 | 

赦 中 二 1 Cmod 扣 ), 又 8 = BiCmod pi)， 即 知 m 模 六 的 次 
数 是 V。 然 后 再 由 孙子 定理 从 
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0 ui (mod pli) GG=1,2,...,s) 

求 出 as 此 % 即 为 所 求 . 

由 算法 二 和 前 节 定 理 可 得 下 面 的 定理 . ， 

定理 . 设 M 一 部 …y,，N|OCM)， 则 共有 pCN) 个 模 M 
互 不 同 余 的 0 可 构成 Zx 上 长 为 N 的 数论 变换 . 

证 , 由 Njp 一 1 (==1,…,s) 知 恰 有 gqpCN) 个 模 p, 互 不 
同 余 的 数 反 ,，，…， brweo 它们 模 六 的 次 数 者 是 NG 一 1，、 ‘5). 
由 算法 二 可 知 对 任 一 组 数 : 
Buijsrs bos ShpN) C= ls,s) 
均 可 得 到 一 个 w。 且 易 知 由 不 同 的 两 组 数 所 得 到 的 “ 模 M 必 不 同 
余 ， 这 就 证 明了 至 少 有 pCNY 个 寞 对 互 不 同 余 的 w 可 构成 Zw 上 
长 为 六 的 数论 变换 ， 

反之 ;由 $1 定理 1, 知道 数论 变换 


N-—1 
Xk 一 之 zoom (= 0, 1,...,N— 1) 
n=0 


中 的 “ 必定 适合 下 面 pCN): 个 同 余 式 组 之 一 ; 
& = b,j;, 《mod p,), & = B2, ;, Cmod 2),.'*,& 三 Bs, ji, (mod p:), 
1<ih<opN) C=1,2,.,0). 
现在 ,来 证 明 凡 是 适合 同一 个 同 余 式 组 的 满足 $1 定理 1 条件 
的 所 有 4 均 与 模 M 同 佘 。 
设 w, o 适合 定理 条 件 , 且 适合 同一 个 同 余 式 组 
三 Bi,io Cmod p1) ,+ ， 0 三 bi (mod p,), 
由 于 有 
or = 1 (mod MD)， a = 1 (mod M). 
故 CI 2 mt 
二 1 (mod pH) (i= 1,..,s). (1) 
旧 易 知 , @ 视 pH(i 二 1,…… 5) 的 次 数 均 为 NN, 故 
os 0 OD 


模 记 互 不 同 余 , 且 都 是 (17 的 解 而 对 每 个 i(l <i Qs), r= 
. 65 '. 


1Cmod 多) 恰 有 (N，9( 芍 )) 一 N 个 解 .从 而 my @，……, oY 即 是 
各 三 1 (mod p*》 的 全 部 解 ， 故 应 有 
m=mdp), 1<hEN (=1,.,)), 
故 得 
中 二 地 (modpb) (=1,...,s). 
但 是 
mom=polmodp) 全 一 1 

故 pw 二 Br 《mod PD)， 见 Bi 二 1Cmodp), 所 以 Nlfi 一 1， 
于 是 一 1G 二 1,…, ,从 而 om 三 a 《mod M)， 这 就 证 明了 
最 多 有 pCN): 个 模 M 互 不 同 余 的 0 可 构成 Zwy 上 长 为 N 的 数论 变 
换 。 证 完 ， 

例 . 设 M 一 ?132，N 一 4， 求 其 全 部 数论 变换 ， 由 前 面 
的 定理 , 知 Zw 上 共有 pC4》 二 4 个 长 为 4 的 数论 变换 ， 现 用 上 面 
的 两 个 算法 求 出 其 相应 的 四 个 @. 

算法 一 

易 知 2, 3 模 5 的 次 数 为 4; 5, 8 模 13 的 次 数 为 4. 

24 一 1 

二 上- 
得 5 二 2 一 7; 

34 一 ] 

5 

得 5'3 十 3 一 工 ， 
> 和 18 模 3 的 次 数 是 4。 


3， 3 十 4d"8.:4 汪 0(mod5),， d=1， 


=16, 16+ di'27.4=0(CmodS), d= 3, 


4 

4, 48 二 di*125.4=0(Cmod13), di=5, 
得 13:5 十 5 = 70; 

4 

Sl 35, 315+d.512.4=0(Cmod13), d=7, 


得 13.7 十 8 一 99. 
70 和 99 模 13: 的 次 数 是 4。 


ss 06 。 


再 用 孙子 定理 求 出 4 个 w 是 268, 1282, 2943, 和 3957, 


算法 二 
由 
2 二 7 (mod52)， 35 = 18 (mod 5)); 
53 = 70 (mod 13*), 83 = 99 (mod 137), 
再 应 用 孙子 定理 也 得 出 上 述 四 个 w， 


$ 3。 Fermat 数 变 换 


形 如 M 一 2 十 工 的 数 有 可 能 满足 快速 数论 变换 所 要 求 的 条 
件 , 特 别 是 当 5 二 2:, 即 M = 二 27 十 1 为 Fermat 数 ， 本 节 我 们 来 


”讨论 这 样 的 变换 。 


多 M=2 十 1 2 一 2 为 模 的 数论 变换 叫做 Fermat 数 变 
换 , 简 记 为 FNT。 下 面 来 构造 几 个 具体 的 FNT. 
1) 当 0 入 :< 4 时 。F, 全 是 素数 ,这 样 
OC(F)=F,—1=2 (0 委 z 过 4)， 
故 对 于 任意 的 N = 2", m 扫 2 都 存在 一 个 FNT. 

因为 3 是 形 如 27 十 1 的 素数 的 一 个 原 根 , 故 在 0 委 :< 魏 4， 
N 一 27, & 一 3 时 ,可 构成 快速 FNT. 

2) 特别 是 由 于 2 二 1 (mod F,)。 且 2 对 素数 乡 的 次 数 是 
2 这 里 站 22 十 1. 又 (2 2 十 =1, 故 M 一 PN 一 2 
0 二 2 时 ,可 构成 快速 FNT。 

3) :之 2 时 ,对 任意 的 F,, 都 有 2+210CF,), 又 (27, F,) 一 
1, 故 有 MM 二 了 f,, N 一 2 的 FNT 存在 .现在 给 出 它 所 对 应 的 
%, 将 它 记 为 mz:t?, 来 证 明 ” 
or = 2 27 ~ 1). | 
因为 史 可 拓 2 (mod F,), 故常 记 ar 一 V2. 由 于 (V 2 3 
2 二 .1 《mod F,)， 容 易 证 明 对 F, 的 每 一 个 素 因子 p,V 2 对 
的 次 数 也 是 2 后 
对 于 计算 M = ,NN 一 217, a 一 V 2 这 一 类 快速 FNT， 
* 67 。 


冬 a 的 偶数 次 方 寡 的 计算 较 简 单 ; 乘 w 的 奇数 次 方 寡 时 需要 乘 一 
次 V 2, 而 V2 的 二 进 制 表 示 是 一 个 二 位 数 , 故 比 计算 “一 2 时 
的 快速 FNT 之 计算 量 要 略 大 一 些 ， 

列 出 几 个 具体 构成 快速 FNT 的 参数 如 下 : 
M=2+1, N=8, w= 
M=2+1, N=16, ou 一 V2; 
M=23+1, N=16, cu 一 2?; 
M=2+1, N=32, au=V2; 
M 一 2 十 1， N=256, 0@°=3; 
M=2+1, N=32, 0g=2; 
M=2+4+1, N=64, oa=V2; 
M 一 25 十 1， N = 65536,0 = 3; 
M=—2?+1, N=64, we—2; | 
M=22+1, N=128, ga=M2; 
M=24+1, N=128, =2; 
M=2*+1, N=256, ag=VM?2. 


§ 4. 用 快速 数论 变换 计算 循环 卷 积 
当 我 们 用 快速 数论 变换 计算 整数 序列 x, 和 如 (2 一 0,1,……， 
N 一 1) 的 循环 堆积 时 ， 最 后 得 到 的 是 
= zipo-bw (modM) (n=0,1, 一 D， (1) 


因此 ,用 数论 变 奖 计 算出 的 结 # 果 在 普通 的 整数 范围 内 是 不 唯一 的 ， 
那么 ,正确 的 答案 是 什么 呢 ? 只 有 解决 了 这 个 问题 , NTT 才能 实 
际 运用 。 现在 我 们 就 来 解决 这 个 问题 . 大 数字 渤 流 的 数 情况 
下 ,如 表示 脉冲 响应 , 其 值 和 输入 信号 * 的 最 大 值 通常 是 已 知 的 ， 
因此 ,我 们 能 够 适当 选取 M 使 得 下 式 成 立 ， 


yo < min {esdo Dl hilon Ble} < 0) 
k=0 k=0 


ee 68 。 


. (n= 0,1,.., N— 1). 

由 于 任 一 整数 4 可 以 唯一 地 表示 成 4 二 7 《mod M》), 17s| 一 
冯 , x。 叫做 4 模 M 的 绝对 最 小 剩余 ， 因 此 ,利用 快速 数论 变换 计算 
出 C1) 式 后 ,只 要 取 计算 结果 的 绝对 最 小 剩余 , 即 取 


入 一 1 


Z xzkhe-ew 
R=0 


一 过 
2 
则 由 C2) 可知 
yz 一 DD rk-iw (z=0,1,...,N— 1. 
k=0 


这 样 就 可 得 出 整数 序列 x,, hx 二 0, 1,，……, NN 一 1) 的 循环 着 
积 的 正确 值 来 ， 

”由 此 可 见 ,在 计算 卷 积 的 过 程 中 :参加 运算 的 所 有 整数 均 可 以 
模 M 且 用 它 及 与 “< 同 余 的 任何 数 代替 它 。 只 要 在 最 后 得 出 的 关于 
y» 的 结果 中 , 取 它 的 绝对 最 小 剩余 就 行 了 .为 便于 上 机 ,我 们 对 计 
算 过 程 中 参与 运算 的 数 都 取 它 们 模 M 的 非 负 最 小 剩余 , 即 取 Zu 
中 的 元 素 0, 1，… …，M 一 1. 

下 面 举 一 个 N 二 4 的 例子 , 它 能 帮助 我 们 更 清楚 地 掌握 数论 
变换 的 概念 ,由 于 未 用 快速 计算 , 故 并 不 说 明 计 算 的 快速 效果 ， 

求 序 列 xz 一 1]， 和 一 0，2 一 22， 一 一 2 和 如 一 1。 
有 二 一 1, 有 有 一 0, 二 一 2 的 循环 卷 积 , 易 知 |ys| 和 8 (2 一 
0, 1, 2, 3), 玖 可 取 M 二 F,; 二 17， 已 知 4 是 Zn 中 的 4 次 本 原单 
位 根 , 故 变换 矩阵 


1111 1111 
7 1 4 4243 141613 Cmod 17) 
一 一 In 
1 42 44 45 116 1 16 - > 
1 43 45 49 ‘113164 
因 4-: 一 13， 让 
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11 1 1 11 11 
工 4 4724-3 11316 4 
7 一 人 | 上- 


od 
1 4 一 44 4 一 6 116 1 16 Cmod 17), 
1 4™34-54-? 14 1613 
1 1 
| 0 7 | 
X=T | ; Cmod 17), 
15 8 
1 15 
16 5 
H=7 0 上- (mod 17), 
15 14 
. 15: 
， 1 
Y= 3 (mod 17), 
. 10 
于 是 
3 


12 
T™Y = 6 (mod 17), 


11 
取 绝 对 最 小 剩余 即 得 两 个 序列 的 循环 卷 积 是 
加 一 3， 久 一 一 5， 力 一 6， 少 一 一 6。 


$5. 三 项 式 变换 


我 们 知道 ， 有 两 类 数论 变换 构成 快速 FNT, 一 类 是 M = 
22 十 1，WN = 2:+1, 0 一 2， 一 类 是 M 一 22 十 1，N 一 2:+2, 
& 一 V2 ， 它 们 均 可 快速 地 进行 计算 ,但 缺点 是 随 着 序列 长 度 N 
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的 增加 ,计算 机 的 字 长 也 增加 很 快 (这 里 ,序列 长 度 N 与 字 长 &=2 - 
的 关系 是 NN = 25 或 N = 45)， 为 了 克服 这 一 缺点 ， 方 法 之 一 是 
寻找 数论 变换 ,使 其 进行 快速 演 段 时 ;与 快速 FNT 比较 ,使 字 长 减 
少 , 而 计算 量 增加 不 多 . 站 
所 谓 三 项 式 变换 , 是 指 M 一 2" 十 2% 十 1 是 素数 的 数论 变 
换 。 我 们 将 从 下 面 一 些 简单 的 定理 给 出 某 些 三 项 式 变换 . 
定理 1. 设 奇 素数 的 原 根 是 g，2”ip 一 1， 则 


pt 
M=p, N = 2", wa 一 8RN， 


给 出 一 个 数论 变换 . 
证 。 由 于 a 模 ? 的 次 数 是 NN, 再 用 $ 2 定理 1 便 可 得 证 ， 
定理 2， 有 2- 个 参数 为 M 一 2。N 一 2" 的 数论 杰克 ,其 
。 2—1 . 
对 应 的 可 设 为 Qs 一 (Cg 2 )7， Cz 一 1， 3 “27 一 1) 则 有 
op GD GD 
证 。 因 为 8 是 原 根 , 故 五 = 一 1 Cmodp), 于 是 有 
2—1 pl 2 pt 
oe eg (em) = (my)), 
= pC— modp) (=1,3,..,2"!— 1), 
故 (1) 式 成 立 ， 证 完 ， 
， 由 定理 2 知 ,在 求全 部 变换 时 ， 只 需求 出 Cis 03， "021 一 1 
剩 下 一 半 由 《1) 便 可 得 出 . 
定理 3， 设 ?是 奇 率 数 ，2 是 ?的 原 根 ，2"|p 一 1，& = 
p= . 
《Cg ”)”),， 则 
Cm) ys C08),, ”> 《ozo-!-7p， _。 (2) 
给 出 了 参数 为 M 一 PN 一 2"- 的 全 部 数论 李 帮 的 e， 


证 。w 模 p 的 次 数 是 2”, 显然 , 模 P 的 次 数 是 2""!, (2) 有 


2" 了 ?个 数 ， 剩 下 只 需 证 明 C2) 中 没有 两 个 模 ? 同 余 。 否则 有 
= 0 (mod p), (3) 
< 一) 是 1,3,，…，, 2”! 一 1 中 的 某 两 个 数 ， 由 (3) 将 推出 o = 


e FL e 


p—i 
一 0% (mod 思 ), 夏 有 (g ™ )' 十 1 二 0《modp)， 从 而 推出 
i 
这 是 矛盾 的 , 故 (3) 式 不 能 成 立 
设 MM=2% 十 2%m 十 1 二 jo 二 过 zm),， 应 用 以 上 三 个 定 
理 算出 p 二 5 10, NN = 2",m 之 5, oc 是 2 的 方 军 或 V 2 的 全 
部 三 项 式 变换 是 ; 
M=2+2+1=193, N=2, w= 8; 
M=2+2+1=64, N=2, “= V2; 
N = 25, 0 = 2; N= 25, oa 一 32; 
N 一 26， 0 = 128; N= 25, ww = 512; 

N = 25， 0& 一 4; N = 25, 0 = 64; 
M=23+2+1=760, N=2, a=8; 
N=2, «=512; W=25, 0 = 64; 

M 一 2 二 27 二 1 一 1153。， N=2, w=512, 

利用 第 一 章 $ 3.6 定理 3 给 出 的 2 是 模 P (Cp 一 6m 十 17 的 三 
次 剩余 的 充分 必要 条 件 ,可 以 证 明 

定理 4。 设 素数 p 一 2" 站 十 2 十 1, 2 对 模 的 次 数 为 eCp)， 
则 31eap). 


证 , 设 34ex(p), 便 有 cl(p) | 了 二- ,于 是 2 了 = 1 (modp), 


但 由 第 二 章 $ 3.6 定理 2 知 2 是 模 p 的 三 次 璋 余 , 但 2" 十 2" 填 1 
不 能 表示 成 了 a? 十 27?, 故 应 有 31e,《p)。 证 完 . 
以 下 列 出 10 个 2 对 模 2" 十 2 十 1( 是 素数 时 ) 的 次 数 ; 


1) 用 第 五 章 中 有 关 一 次 域 的 千 果 ， 可 证 如 
2741 十 2 十 1 工 一 02 十 2702， 
则 在 RCY 一 3 ) 中 可 分 解 为 共 叔 的 素 因 子 的 乘积 
(1 一 2m + 22fI0O)K1 一 2m 十 2m+lo' 一 (aa 一 3 十 6po)(e 一 3 十 Gb )， 
这 里 


。 人 
2 ? 2 
而 RCV 一 3) 中 的 单位 数 是 土 1, 士 @, 土 w', 易 知 上 式 不 能 成 立 ， 
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1+Y 一 3 ,_1- V3 
TT ~ > 


7 2 十 2* 十 1 二 p( 素 数 ) e2(p) 


1 7 3 
2 13 12 = 3.2? 
5 97 48 一 3.24 
6 193 96 25 
8 769 ， 384 一 3.27 
12 12289 、 6144 一 3.21 
18 786433 393216 = 3,27 
30 3221225473 805306368 一 3'2»* 
36 206158430209 103079215104 一 3.235 
41 6597069766657 1649267441664 一 3.2?。 


这 也 构成 10 个 特殊 的 三 项 式 变换 ， 利用 它们 显然 还 可 得 到 另外 8 
个 三 项 式 变换 : 


M = 97， N = 24, 0 = 8; 
M 一 193， N = 25， = 8;. 
M = 769, N 一 27， ca 一 8; 
M 一 12289， N 一 20， wa 一 8; 
M = 786433, N = 27, «= 8; 
M = 3221225473, N= 2%, a = 8; 
M = 206158430209, N = 25， cx 一 8; 
M 一 6597069766657, N 一 2?， oa 一 8; 


其 中 第 二 个 和 第 三 个 已 在 前 面 给 出 ， 


$ 6. 二 维 数论 变换 


_ 在 运用 数字 电子 计算 机 进行 信息 处 理 中 ， 当 信号 与 噪声 是 二 
元 函数 时 , 就 需要 用 二 维 的 卷 积 运算 ， 因此 有 必要 将 一 维 数论 变 
痪 推广 到 二 维 的 情形 ， 另 外 , 用 二 维 Fermat 数 变 换 来 计算 长 序列 
的 一 维 卷 积 , 还 可 以 减少 所 需 计 算 机 的 字 长 . 

两 个 二 维 序列 Kaunas Prins Cm = 0,1,° “NM—1,n,=0, 
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”1 一 1D 的 循环 卷 积 是 指 - 
Ni—! Nz-l | 
Ynnn 一 之 kt tp or 
NI 一 ! Na 一 1 “ 
一 之 > oreowbam (1) 
(一 0,1 Ni— 1,1 = 1,2)., 
现在 引入 二 维 数论 变换 的 定义 。 
设 xi,s 和 hi €E Zyli=01s rs Nl,i=0,1,.., 
Ni — 1), o€ Su PE Sm 记 : 


-1 N2—1 


Xi DD et ps, (2) 


. #81=0 ,=0 


Ni-!l Niz 一 1 
Hi, ka 2 2 ho ns 0 Br", (3) 


#1=0 1,=0 


Ni-1 Nz2-1l 


Yi Kz 一 2 2 Ya nr OK Bt, - (4) 


以 上 k= 0, 1，……，N' 一 1; 如 一 0， 1 ，MN 一 1， 而 《4) 中 
”的 yo, 由 (1) 式 定义 . 
如 果 对 任意 二 维 序列 x;,,;,, (2) 均 有 道 变换 

Ni—1 Nz 一 1 


zoom 一 NTINiL D) 2D) Xi ho "tp "sh (5) 


Ri=0 Ks=0 

(m=0,1, ,Nl1; 7 一 0,1,.“ ,Nz 一 1), 且 对 任意 za 

和 hi 均 满 足 ”i | 

Yost = Xi Hei Ch = 0, 1 Ni— 1,:= 1,2),C6) 
则 称 (2) 给 出 的 变换 是 Zx 上 的 一 个 二 维 数论 变换 . 

如 果 和 Ni, N; 中 有 一 个 为 1, 则 变 为 一 维 的 情形 。 故 以 下 讨论 ， 

均 设 N > 1, N; > 1， 
定理 1. 设 M 一 证 … 加 ，(2) 是 Zu 上 一 个 二 维 数论 变换 


1) 能 够 证 明道 变换 的 形状 (57 可 由 定义 的 其 余 条 件 推出 . 


ee 7I4 。 


十, 由 (2) 和 0) 
Ni—l1 Nz—1 Ni~l Nz 一 I 
Xb ” Hi, Ri; 一 >) >， > 2 Kh mo RB mt, 《7) 


1=0 L150 mi=0 m=0 


由 (4) 和 (1) 
Ni—l Naz 一 1 
Yi,, Ka 一 >， 2 Xi hd, iDw, 于 
0 £0 


对 
一 xo0,0ho,o 十 Xo, 1ho, N,—1 十 X1,0h N10 十 


如 果 (2) 满 足 C6)， 则 有 Yo t= Xo * Ho 和 Yi = X10o: 已 ,os 
再 由 序列 的 任意 性 就 可 分 别 推 得 bp" 一 1 和 ov 一 1. 因此, ac, 8 
分 别 是 N 次 和 Na 次 单位 根 .。 

又 若 (2) 的 逆 变 换 具 有 (57 的 形状 , 则 Nr5 Ni 必须 存在 , 且 
代 (2) 入 (5) 后 应 有 


Ni-!l Ni 一 1 Ni—1 NI 一 1 


Kon — NIN > >， > > Ki 0 pt 


R=0 天 二 0 20 1,= 


Ni—l Naz 一 1 


一 NT DD, “人 ( 它 ci "> po 
=0 Pa=0 
故 必须 有 
Ji 一 
Do) 一 0 (+ =1,.…,N,— 1), 
1=0 
Nz-1 . 
> 8)i=0 (一 1 N,— 1), 
j=0 


再 由 Nr', Ni: 存在 ,可 推 由 ple 一 1 (1 Ni 一 1 
i= 1 ,5), pal ~—1 =1,., Ni—1l,u= 1,..,s). 
否则 ,有 某 对 ,+ 或 某 对 如 s 4 存在 使 pw 一 1 或 如 |8* 一 1 


Ni—!1 Nz~1 
从 而 由 户 | > Coy， 4| > C8") 将 推出 矛盾 结果 zr|N ,或 p41N;. 
. f=0 i=0 _ 
必要 性 已 证 明 . 
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现在 证 明 充分 性 .由 于 a 和 8 分 别 是 N, 次 和 Na 次 单位 根 ， 
由 (7) 有 


Xk “ Hi,, kz 2 2 
11=0 t=0 0 mENI-1 
litm=t (modN) 


t iki Gtak 
x 0&1ysmi<N 2-1 Xinlafmmao pas 
Itm,=t,(modN,) 
NI 一 1 N? 一 1 
-一 Kiptiks — 
之 ye 0 ps = Yh kas 
1=0 £20 


故 (6) 式 满足 ， 
由 0 6 模 户 的 次 数 分 别 为 N,， NG 一 1:……， 站 。 知 CNN,, 
M) 二 1, 故 Ni!, Nz! 存在 ,从 而 可 作出 (5), 再 由 


NI 一 1 
(o — ID (oo 一 ov 一 1 一 0， 
ij=0 


jw 一 1 (r=1, Ni 一 1 一 1 0 
和 . 


Naz 一 1 


Cr DD EY pm 1, 


, prtp*— 1 (4 = 1,*- “N11;k=1,: “*, 5) 
可 分 别 推出 


Ni 一 L 


2 =0 (Cr 一 1 Ni 一 1)， 


i=0 

Na2 一 1 - 

DI BIT Gol, Ni—1). 
i=0 


故 知 (5) 为 (2) 的 逆 变 换 。 证 完 。 

类 似 一 维 的 情况 ,我 们 有 

定理 2. 设 M = 站 …. 朱 ， 蛮 换 (2) 是 Zu 上 一 个 二 维 数论 
变换 的 友 分 必要 条 件 是 [Ni, NJ10CM), 这 里 OCM) 二 Cp 一 
1 访 一 1). 

在 具体 构造 二 维 数论 变换 时 , a 和 8 可 按照 $3 给 出 的 两 种 方 
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法 进行 计算 ， 并 且 有 下 述 定理 . 
定理 3. 设 M = pip 当 Ni 与 N 给 定 ,县 [Ni 
N21| OCM), 那么 由 (2) 给 出 的 Zw 上 的 全 部 二 维 数论 变换 的 个 
数 为 pCND)'pCNaD 
由 于 这 两 个 定理 的 证 有 明 与 一 维 情况 类 似 、 所 以 其 证 明 过 程 就 
从 略 了 。 


$ 7. 用 二 维 快速 数论 变换 计算 一 维 卷 积 


”在 $6 的 二 维 数论 变换 (2) 中 , 设 Ni 一 2, Na 二 2" mi 之 
1, m2 之 1， 再 设 Ni Xx N, 个 和 式 为 


Ns-1 Ns-1 四 
Uo = > xzonpgrxa UN ob 一 之 ， xzw -ukpnakz C1) 
92 一 D = 
(R= 0,1,.…. — 1), 


TT 
乘 ,加 法 运算 ， 由 55 的 (2 和 
以 Ko 一 D3 Zoo ”“” Kk, Nel 一 D3 Us wo (2) 


| (b= 0,1,.…,N— 1). 
应 用 类 似 FFT 的 快速 演 段 求 出 (C2) 的 全 部 值 又 需 NN logs Ni 
次 乘 , 加 法 运算 ， 故 求 出 全 部 N; X Ni 个 值 Xk, 二 0, 1,……'， 
Ni 一 1; kz 一 0, 1,: "” ”> 人 一 1) 总 共 需 要 
NiN; logs N; + NiN, log; N = NiN, log; NINy (C3) 
次 乘 、 加 法 运算 , 、 
$ 6 的 (2) 还 可 表示 成 矩阵 的 形式 
Xo0,0. Ni \ 1 1 。，。， 1 
Xo “KL, Nt - 1 ww ot 


sooseeseeee OO 


、 一 1。。 Ne) 
XN 0 * XN Nel lo™: NT 
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se 


Xi 0 "XN~l Na! 1 8N2.， -BN 
由 (C4) 也 可 以 直接 得 出 (3)， 从 上 面 的 分 析 可 知 ,可 用 一 维 的 快速 
迭代 法 来 计算 二 维 数论 变换 ,这 就 叫 二 维 快速 数论 变换 ， 
今 设 x0s X19 XN1; Pos hls '*» hn-i 是 Zu 上 的 两 个 一 维 
序列 ,其 循环 卷 积 为 


一 1 - 
ys 2) rh-iy (z=0,1,..…,N— 1)., C52 
太一 0 


当 
六 一 27， mm 之 3， N = NN,, NN,, Ni = 2%, 1.(6) 


i 一 1, 2 时 , 作 二 维 序列 


fxntav m=0, 1 Ni 一 1 一 0 1 N,—1), 
Xan { 0 (mi 一 Ni ,2Ni 一 1 n=0, 1 N,—1), 
| (7) 
hs na hai Hna—DNDN 
(m=0,1, ,2Ni1;m=0,1,.''，, N—1) (8) 
求 其 二 维 循环 卷 积 
2N1-1 Ns-! 


yan 一 Xk kh nk aN (2, 
Ri=0 ,=0 


(m=0,1,..,2N.— 1; = 0,1,. ,NO— DD. 
注意 , 当 n= 0,1,.**, NC— 1; 7 一 0， 1 一 ] 时 ， 


2N1—1 Ns-1 


YN tn 及 2 一 Xk Rab Nit RD2N,? i 
天 1 一 0 天 2 一 0 
Ni1~i Nz-1 
= 2 > Xkss ah Nt aR D2, tn2—RANS 
k=0 kk,=0 “ . 
NI1~l Ns.—!l 
一 >， 和 TAN 及 Nam 一 Ko 一 RN 
不! 二 0 大 2 一 人 


、。 7I8 ， 


Nai-L N2z 一 1 


一 
> > XtkaNi (Nitaht ng RDN NINDN 
Ri Kao 


Ni1-l Ns—! 


一 XRtRaNI A nt nN kTRN DN 


一 > ) Kh tnN Dy 
i=0 


一 yw ,+waNi9 , 

故 (5) 的 全 部 值 可 由 此 给 出 。 如 果 采 用 二 维 快速 数论 变换 , 易 知 
算出 (5) 的 全 部 值 需 要 2NiN; + 3:2NiN, log; NIV: = O(N logz N) 
阶 次 乘 、 加 法 运算 . 

对 MM = 2 十 1,5 一 2:, 则 用 一 维 快速 数论 变换 可 卷 积 的 序 
列 的 最 大 长 度 是 N 一 1b; 即 允 一 2 十 1 N 一 456。 一 V 2; 
而 若 对 同一 M 一 2 二 1, 当 2M 一 岂 一 45，a 一 8 一 V2 且 
N 二 NN 满足 (56) 时 :用 二 维 快 速 Fermat 数 变换 计算 一 维 卷 积 。 
可 卷 积 的 序列 长 度 就 是 N= 8?， 若 取 2Ni 一 Na 一 20，w 一 
8 一 2， 则 可 卷 积 的 序列 长 度 是 N = 2 

反之 ,对 给 定之 一 维 序列 的 长 度 N 二 2”%， 以 和 表示 适合 


22: > min “ max_ :5 LE 
0<; 


‘Sle 
oc < 


之 最 小 正 整数 +。 则 无 论 用 二 维 或 一 维 的 FNT, 其 模 M 一 2 十 1. 
均 应 满足 上 之 nm， 始 能 保证 计算 结果 的 唯一 性 .此 时 易 证 , 当 


120 一 100 一 3 -二 
2 (或 2) 车 mw 为 奇数 ， 
为 魏 . (9) 
加 一 若 mo 为 侦 数 - 
时 ,可 用 ,8 取 2( 或 V2) 的 二 维 FNT 计算 一 维 郑 积 ， 以 缩短 
用 oc 取 2 或 V 2 的 一 维 FNT 计算 一 维 卷 积 时 所 需 的 字 长 .事实 
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上 , 当 用 @ = 2 (或 V 2 ) 的 一 维 FNT 时 , 若 取 M 一 2 十 1, 则 
必 :一 和 一 1 (或 mo 一 2)， 由 (C9) 知 1 守 ， 此 时 所 需 的 字 长 


为 2wr: (或 2m9 一 习 Y (或 立 )， 而 当 m 为 奇数 时 , 可 用 M 二 


入 十 1， cc 一 pb 一 2 (或 /2), :一 对 到 二 上 (或 二)， 2N; 一 


mm = 2 竺 ”的 二 维 FNT， 由 (9) 知 :之 4， 此 时 所 需 的 字 长 为 
2 或 /NN 区 驴 、 
2 (2) - 放 合 \) < 立 ( 臣 癌 、 当 m 为 偶数 时 ， 


则 可 用 M = 2* 十 1， :一 到， xc = 2 P=V2, 2N=, 
2 全，N, 二 22+ 的 二 维 FNT， 由 (C9) 知 : 之 ， 此 时 所 需 的 字 长 
2 一 N Y( N 
为 23 -全 < 立 (或 立 )， 
下 面 给 出 一 个 用 二 维 数论 变换 计算 一 维 循环 卷 积 的 例子 ， 因 
未 用 快速 演 侦 ,所 以 只 说 明 计 算 的 基本 概念 ,而 不 说 明 计 算 的 快速 
效果 . 
例 。 求 一 维 序列 xo 二 一 1, x1 二 0，xa 一 1, Xx; 一 一 1。x4 一 
0， 和 5 一 1，、xo 一 一 1，x7 一 0 如 二 有 二 如 二 0， 二 1 机 二 
hs 二 he 二 0， 二 1 的 循环 卷 积 . 
此 时 NN 二 3 一 8。 故 若 用 一 2 的 一 维 FNT 来 算 , 则 
z 一 mo 一 1 一 3 一 1 一 2， 即 模 M = 27 十 1 = 17， 故 所 需 的 
” 字 长 为 4. 
今 考 虑 用 二 维 FNT 来 计算 ,由 于 


min | 严 max, |x;| ， Se | ， 
pas 1. 3 
故 和 二 1， 再 由 wo 一 


式 成 立 ， 因 此 可 


以 断言 ,此 时 用 “一 8 = 2 之 二 维 FNT 计算 所 给 的 一 维 卷 积 必 

可 达到 缩短 字 长 的 目的 。 事实 上 , 此 时 可 取 Ni 一 2,N; 一 4， 

a 一 8 ==2,M 一 2 十 1=5, 其 所 需 的 字 长 为 2， 具 体 算法 是 ， 
先 据 (7), (8), 由 所 给 一 维 序列 作出 二 维 序 列 


Xo0,0 Xo,1 X02 XO0,3 X0 X23 X4 X6 一 1 1 0 一 ! 
Xho KL Xa XD | [x x rs x 1 0 一 L 1 0 
zooxazazxma| ooool 0 00 oF 
X30 XHl X32 X33 * ‘0000 0 0 0 0 
ho,o ho,1 ho,2 ho,s he ho pa ha 0000 
ho ht hi hi,s Brhhshs | 1010 
bobihazhs| loo000| toooo 
h3,0 hat P32 ha,3 0000 0101 
再 号 出 变换 矩阵 和 其 逆 阵 
1111 1 1 1 1 
' 1 2 2223 1 2 一 1 一 2 
122 242| 11-1 1=-1 
1 23 252° 1 一 2 一 1 2 
11 1 1 一 1 一 1 一 上 一 ] 
| i222 | | 2 172 
12™?274276 —1] 1—l1 1 
12-32-62-? 一 1 一 2 1 2 
按 (4) 求 出 
Ko,0 Ko,1 Xo0,2 Xo,3 i 1 1.1 一 1 1 0 一 ! 
Xho Xi X12 X13 1 2 一 1 一 2 0 一 1 1 0 
XXX | |1—1 1 一 1 0 0 0 0 
Ks,0 Ks, 1 Ks,2 X3,3 1 一 2 一 1 2 0 0 0 0 
1 1 1 1 
1 2 一 1 一? 
1 一 1 工 一 ! 
1 一 2 一 1] 2 、 
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-10 1-rt1 1 
一 1 一 上 | 1 2—1—2 


-1 2—1—l1ll 111 1 一 1 
—1 3—2—1/\1—2—l 2 
1 0 1 1 
一 1 一 1 0 一 2 , 
H,,o Ho, 1 Ho, Ho,s 1 1 1 1\V/0000 
Hi,o Hi,1 Hi,» Hi,s 1 2 一 1 一 2 1010 
HyoHaiHazHys| 11-1 1-1 人 oooo 
Hs;,o Hs, 1 Hs,2 Hs,s i1—2—1 2 0101 
1 1 1 1 
1 2 一 ! 一 2 
1 一 1 1 一 ! 
1 一 2 一 1 2 
1 1 1 1\/1 1 1 1 
_[| 2-2 2-2|[1 2—1—2 
1111lll11 1-1 
—2 2—2 2/\1 一 2 一 1 2 
-1L 0 00 
0 0 一 2 0 
“| 10 00 
0 0 2 0 
再 按 $6 的 (5), (6) 求 
Yoo Yo Yo2 Yos\ /Xo,oHo,o Xo, Ho, 1 Xo,2Ho,2 Xo,sHo,s 
YoYh,1 YL, Ys | {| Xoli,o XH, X22 Xsdh,s 
Yo Yai Ya Yur) (| XH XiHy 1 XH XH 
Y3,0 Ys,1 Ya Ys,3 Xs oH3,0 Xs Hy, 1 KaaHs, 2 Ky slHs,s! 


ea 82 。 


0 
0 .0 一 1 0 
0 
0 


?074151712713 V1,0 P11 YL 2 V1,3 
2,0 2,1 2,2 2,3 yo Y2 YY4 Ys 
3,0 Y3,1Y3,2 3,3 yl Ys3 ys 7 
一 1 一 1 一 1 一 ! 1 0.0 0 
—] 2 1—2 0 0 一 ! 0 
一 1 1 一 1 1 一 1] 0 0 0 
一 1 一 2 1 2 0 0 0 0 
一 1 一 1 一 ll\ 
一 1] 2 1—2 
—l 工 一 上 1 
一 1 一 2 1.2 
0 0 1 0 /一 1 一 1 一 1 一 ! 
一 2 0 一 2 01 一 2 工 一 2 
0 0 一 L 0 几 一 1 1 一 1 工 
0 
* 


f Yo0,0 Yo,1 Yo,2 Yo,3 J 


x 


一 1 一 2 1 2 


洲 米 米 浆 
i 1- 4 
0 一 ] 0 一 ! . 
故 知 所 求 一 维特 环 六 积 是 y= 1 y=0,%=y = 1,%=1, 
y 一 0, yo 二 yy 二 一 1 这 里 * 宕 示 不 必 算 出 的 数 , 
由 此 例 可 以 看 出 ,计算 C10) 时 可 节省 计算 量 : 计 算 (《112 时 六 
不 必 算 出 ,这 在 一 般 情 形 下 也 是 成 立 的 .考虑 到 上 述 可 节省 的 计算 
量 , 当 N = NM. M，2V 一 时 ， 总 的 靳 加 法 次 数 的 阶 大 致 为 
SN log N 
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§ 8. 多 维 数论 变 


一 维 与 二 维 数论 变换 还 可 以 推广 到 更 多 维 的 情况 来 讨论 ， 因 
一 般 的 m 维 情况 (m 之 3) 与 二 维 情 况 的 证 明 完 全 类 似 。 所 以 下 面 
仅 列 出 其 主要 定义 与 结果 . 

设 m 关 3，Zw 上 两 个 m 维 序列 x x 和 局 一 0， 
1 ,Ni 一 1; i 一 1，……,m) 的 循环 卷 积 是 指 


Ni-! Nml 
Yn romy 他 “一 和 之 XR kmh nk ry (nm km No 
1 


(ni = 0,1,.. Nl i= 11, ), 
设 xi,. i € Zu (ix = 0， 1 , Ni—1; 《=1,*., m), 
又 设 wx € Zu (& 一 1 ，…。 m)， 如 果 变 换 


Ni—1 Na! 
— 2 Li 
Ks km 一 > “0 > Kniss nm Okt Om Rem (1) 
1=0 m=0 


有 循环 卷 积 性 质 。 且 训 如 下 形 状 的 道 灾 罗 


NI 一 1 


本 


Ri=0 
则 称 C1) 为 Zw 上 一个 长 为 Ni X…. X Nm 的 以 维 数论 变换 ， 
”定理 1. 设 M = pr pr, CD 是 zu 上 一个 为 1* 


Xn 


™ 人 全 训 中 = 
Xx Na 的 中 驮 数论 可 换 的 在 分 点 要 条 件 是 


[Ni, Ns, + , Nn]|lOCM), 
这 里 | 
0 Cp 1 
定理 3. 设 M 一 四， 当 Ni, Van 给 定 后 ， [Ns 
oJ10G4D,。 则 中 (1D 给 的 Zw 上 鬼 攻 为 AN X No 的 
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(AT 


维 数论 变换 共有 9CVD CN))" 个. 

下 面 介 绍 用 三 维 快 速 数 ; 仑 变换 计算 一 维 卷 积 . 

设 M 一 外:b or€ Zu oFi 三 1 (CmodM), 且 0; 模 pj; 的 
次 数 是 N, Gi 一 1, 2, 3;j 一 1.…, 中 ， 则 


Ni—l Ni—l1 N3 一 1 > 
Xk k2r Ry 一 2 2) 2 Nas 2 ns KK (2) 


(k=0,1,.., Ni—1;i=1,2, 3 
给 出 Zv 上 一 个 三 维 数论 变换 ， 
在 (2) 中 ,假设 N，N,，N; 都 是 2 的 方 寡 。 先 固 定 ws;:， 对 
外 一 0, 1 Ni 一 上 ; 一 0 1 一 1 求 出 


Ni-1 Naz 一 1 


— 了 9 了 到 
UK Ka3 > , > ， 和 py na 301 igs: 7。 
21=0 72=0 


由 二 维 的 结果 知 ,这 共 需 要 NiN; log; NiN; 阶 次 乘 \ 加 法 运算 .。 然 
后 变动 办 = 0， 1，……, NN; 一 1, 知 要 算出 全 部 NIN5N; 个 wk ko 
共 需 NNIN; log; NiN; 阶 次 乘 ,加 法 运算 。 在 此 基础 上 ,对 固定 的 
Rs kzs EB wi tr0s “> Hks Ras Ns—l3 算出 Xi,twiss 和 二 0 

NN; 一 1， 由 一 维 的 结果 知 , 这 需要 NN; log; Ns 阶 次 乘 、 加 法 运算 . 


币 刀 ; 锯 又 可 取 NiN; 组 值 , 故 要 算出 全 部 NN2N; 个 Xk 共 需 


NJN2N; log; N; 阶 次 乘 、 加 法 运算 . 总 起 来 ,要 计算 出 《27 共 需 
NNWN; log: NN; 十 NNaN; log; Ns 一 NNN, loga NNaNs 


阶 次 乘 、 加 法 运算 


现在 讨论 用 三 维 数论 变换 计算 一 维 循环 卷 积 的 问题 ， 设 $7 


2 


的 (5) 中 的 N=2", m 守 4, 人 一 NiVN Ni Ni N,N;= 


24, 91 人 一 1 2,3).， 据 已 给 的 一 维 序列 x,，。h。(# 二 0， 
1,……，,N 一 D， 作 三 维 序列 
人 w+rasNi+nsNiNz (和 一 0 1 Ni—!1; i1=1,2, 3); 
Ta nem 1 (m=Nis ,2Ni 一 1 太一 0 Vi 一 二 1237); 
六 nar 3 Bont ns—DN tn—DNINAON 
m= 0, 1 Nm 1;m = 0 1 ,Nl; 
1N3 一 0，1， ,NN;C— 1), 


今 考虑 n=0,1,..,N—1G=1,2,3) 时 , 所 作出 之 
三 维 序 列 的 NiN2N; 二 N 个 部 分 三 维 循环 卷 积 
- 2Ni1—1 2N2—1N3—1 


Nitnw Nt ny 2 2, 2 Xk kas whorertome 
Ki=0 Ka=0 k=0 


(Ntn kD2Ny (23 一 人 37N， 
NI 一 1 Na 一 1 N3 一 ! 


Xk 天 2 Khitan 
Ri=0 Ka=0 Ks=0 


ytnyRD2N, (93—kDN, 
Ni-1Na-1 Ns3-1 


Xk Ras Rhine 
Ki1=0 =0 Ks=0 


十 (Na 十 ma 一 一 D)N 十 (2 一 如 一 DNIN27N 
NI 一 1 Ni 一 1 N3 一 


* ktkaN TRINiNa hn 1 naNiTnaNiNs 
Ki1=0 大 2 一 0 kK3=0 


# —(RitRN tkaN NDN 
一 2) XP ntnaN stnsNiNs—AN 
k=0 


一 》p 十 szNi 十 23N1Nzy 


于 是 , $7 中 (5) 的 全 部 值 均 由 此 给 出 ， 


由 本 节 开 头 的 讨论 知 ， 用 三 维 快速 数论 变换 计算 一 _ 诈 条 环 状 “ 


- 积 时 ,可 最 终 地 化 为 一 维 快速 数论 变换 的 计算 , 且 其 乘 、 加 法 运算 
次 数 的 阶 为 3 X 4NIN2N; log; 4NIN2N;， 即 与 N log: NN 同 阶 ， 对 
.三 维 快 速 FNT 来 说 , 当 M 一 27 十 1 二 2? 十 1 给 定时 , 可取 
a 二 0 一 0 一 V 2( 或 2), 2Ni 一 2N, 一 和 N, 一 45( 或 25)， 其 可 
卷 积 之 一 维 序列 的 长 度 为 N 二 NNN, 一 1645( 或 255)。 反 之 ,对 
给 定之 一 维 序列 的 长 度 N = 2”， 在 一 定 的 条 件 下 ， 用 三 维 快速 


PNT 来 计算 一 维 卷 积 时 ,可 使 字 长 从 一 维 快速 FNT 所 需 的 立 (或 


外) 纺 短 为 | 总 (或 六) 


386。 


A 


MN 


§ 9. 用 孙子 定理 减少 字 长 


除了 用 三 项 式 变换 和 用 多 维 数论 变换 计算 一 维 卷 积 可 减少 字 
长 外 ,还 可 用 孙子 定理 来 达到 这 个 目的 . 

设 数 论 变换 的 参数 为 M 一 如.…. 录 ，N。，o; 整数 序列 x， 
XI “" "YN 一 1 和 有 如, A * +, hv-l 的 循环 卷 积 为 


一 Spb (2 一 0， 1, 一 1), (1) 
k=0 
我 们 来 证 明 
访 OAwC 一 到 
z Gis NC 一 1， “ ,5) CQ) 
给 出 s 个 数论 变换 . 如 果 用 它们 计算 (1) 得 到 ” 
N-1 
之 kha = 二 了 的 (mod 让 1) (G3) 


(z=0,1,.…,N—1; i=1,: …, ;5), 
有 有 
ys = MIM Cmod M) (n=0,1,...,N— 1), 《427 
其 中 
M = piMi, MiMi== 1 (mod p¥) G=1, ,5)。 
证 ， 由 于 M , N,a 是 一 个 数论 变换 的 参数 ， 故 由 中 定理 1 的 


条件 可 以 推出 中 二 1 (mod p)， 且 m 对 模 pi; 的 次 数 是 NG 一 


1,.…， s)， 再 由 $2 定理 1 知 , C2) 给 出 * 个 数论 变换 , 故 可 用 它 
们 算出 (3)。 而 由 
—1 
bp XN = Ya Cmod M) 


k=0 


(n= 0,1,.. NN 一 1) 及 (3) 可 知 


1) 这 里 我 们 不 必 假定 pii(i 一 1，…… 9) 均 适 合 i4 的 (2) 


* 87 。 


ys 二 多) Cmod pH) 
人 一 0.1 和 NV 一 1 n=0,1,..…,N— 1), 
于 是 用 孙子 定理 即 得 (4)， 证 完 ， 

” 由 此 定理 可 知 , 若 用 参数 为 M , N, c 的 数论 变换 计算 C1) 时 
所 需 的 机 器 字 长 太 长 , 则 可 用 ;个 参数 为 pt,6s N Gi 一 1,……,s)- 
的 数论 变换 (2) 求 出 (3), 然后 再 用 孙子 定理 求 出 C4), 而 用 C2》 
求 (3) 时 ,其 模 分 别 是 py (i 二 1,.…, s), 而 模 p# 的 运算 显然 比 
模 M 的 运算 所 需 的 字 长 要 少 些 
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第 四 章 ”Fermat 数 变换 实现 中 的 
若干 问题 


在 沽 虑 快速 数论 变换 的 软件 实现 时 ， 一 则 由 于 通常 的 数字 计 
算 机 大 多 采用 二 进位 计数 法 。 二 则 由 于 数论 变换 中 所 进行 的 算术 
运算 是 有 限 环 Zw 上 的 算术 运算 ; 即 模 M 的 同 余 式 运算 , 也 即 是 要 
求 在 运算 过 程 中 出 现 大 于 模 M 的 数 时 必须 以 其 模 M 的 最 小 非 负 
剩余 代替 它 。 因 此 ,要 想 在 计算 机 上 使 模 对 的 算术 运算 得 以 简化 ， 
必须 模 M 本 身 的 二 进 制 表示 式 要 尽 可 能 地 简单 (这 显然 并 不 是 说 
M 必须 很 小 ) 才 行 ，… 在 第 三 章 中 已 知 , 当 M 为 偶数 时 ,数论 变换 所 
能 卷 积 之 序列 的 长 度 NN 一 1, 故 无 意义 。 因 此 MM 必须 取 大 于 1 的 
奇数 才 行 , 而 在 大 于 1 的 奇数 中 , 显然 以 Fermat 数 F, 一 2 十 1 
(2 一 -29 之 二 进 制 表示 式 最 为 简单 。 所 以 , 人 们 在 考虑 快速 数论 
变换 的 实现 问题 时 , 常 只 考 菩 Fermat 数 变 换 . 


§ 1. 流向 图 与 蝶 件 


.为 弄 清 怎样 在 计算 机 上 实现 快速 数论 变换 ， 即 实现 模 M 的 算 
术 运 算 ， 我 们 需要 和 弄 清 在 数论 变换 的 快速 演 段 过 程 中 究 竞 要 用 到 


”一 些 什么 样 的 算术 运算 . 


设 已 给 长 为 N = 2” 的 整数 序列 ro， x1， ,Xn 和 模 为 M 
的 一 个 数论 变换 


有一 [ 
Xi = 2) xn (mod M) (一 0,1……，N 一 1)， 
n= 二 0 


计算 此 变换 的 快速 演 段 与 FFT 是 类 似 的 ， 
先 将 足 标 ? 和 及 表示 为 二 进 制 数 , 即 设 


ea 89 。 


m—1 


4 


7=0 


一 2 R21 一 (hw 和)， 一 0 或 1, 


RN 
再 由 oe 圭 1 《mod M), a? 二 一 1 (mod M) 可 得 
xX = 是 (ko 


* m—1 m—i 
1 > > nka2! tq 


一 0 9 三 0 
Cam 0 


I 
:M4 


| 
5iMM- 


i 二 0, mz—1 
( 十 > + 世 nik alt+e 
0&l ,gEm—1 0&l,ggm—l1 0 ,gm—1/) ig 
X ca i+4d2m .i+49=m-—1 itdg<m—2 
. m—1l 
1 | 之 DN 
到 > Ya ng) (—1) 
ni=0 
i=0,l,m—1 
m~-2 m-2—4 
BD 2 grte 
x Cg=0 I= 
1 1 mpiko 
Eo > {| > XCnmieng) CO— 1) | 
ni= 0 nm—1= 0 
f=0,1, ,mm—2 
m2 m—2 
2 2 214 一 ! 一 1! 
X w 1= . 《一 1) =° _ 
m2 m~-2-4 + 
> ann 
Xuw 4=1 i1=0 
m—2 
1 | 


上 
M4 


Xm) “ (一 1) 机 


和 
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外 


(r) " 
二 2 XRoRr nm—rt1y "0) 


121 二 0 


fm0 ,m=(rt+1) 
m—(r+1) m2 m_2—g 
nikm—l—! 3 3 rn 
三 = = 
x (一 1) “=! .9 1=0 


I 


> [> XR Do-] 


90 二 0 #1=0 


X Ga tm } (一 1 "otms 


= 六 区 Rn )C— 1)"oKm ~ 


#0=0 
二 x Rk) Cmod M), (1) 
这 里 , 当 r+ 二 1, 2， “>m— 1 时 
i 
(7) 一 有 
Keke mm (rd m0) 一 | > 3 二 ra -一 D“ rkr | 


Hm 一 了 二 
m—(r+1) 
Rl > ntrt 
Xa =? (mod M), 


m—(r+1) 


注意 ， 了 m2 从 表示 m 一 1 位 的 二 进 制 数 os-ero…- 
一 7 一 1 个 


人 re 0), 帮 上 式 可 更 整齐 地 写作 


1 
Cr) -一 1) pk 
kr 一 mm 一 (r 二 Do) | 2 x ER -aC 1) mrir | 


nm—r=0 


- X okriomrety m0) Cmod M)， (2) 
由 (1) 知 , 求 给 定之 长 为 N 一 2” 的 序列 xm。 xb '…，xw-i 的 
NTT 值 Xos Xi XN 时 ， 恰 可 分 作 和 次 登 代 来 进行 ， 但 需 
注意 , 最 后 所 得 的 序列 x8? 的 足 标 与 欲求 值 X 的 足 标 恰好 是 “ 倒 
序 " 相 应 的 , 即 
XA 一 Km) = Xm) (mod M). 
下 面 再 看 每 一 次 登 代 是 怎样 进行 的 。 由 《2) 知 , 当 N 一 2” 个 
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xsan-rmo 已 经 全 部 算出 而 求 N 一 2" 个 x 饮 am 
时 ， 对 取 定 的 各, *。 2s nm-r-19""*s Wn 《共有 2”! 组 值 )， 

r1 一 0 和 1 时 的 XR hr zk Nim) 可 仅 由 Nm—r — 0 和 和 1 时 
的 x 以 ynm_ram_r-rnoy 来 得 到 , 即 有 


《r 一 1) 
Xk nm ee Xko" Kram ro) 
(r—1) 
十 xn Cmod M) 


(r—1) (Cr 一 1) 
[ zt nn 一 Xelam ro) ) 


Xe nmr "tH00 0) (mod M). (3) 


作 


7) 
* 《Ro 区 ， 2 0) 


如 果 用 下 面 的 符号 
一 和 站 
一 


分 别 表 示 c 二 4 十 b. 和 4d 二 (4 一 bc (mod M)， 则 (3) 式 可 表 
示 为 
(r~—1) 


To " me 


Cr 一 
区 ( 人 krealnmerm1" No) 


XR Rr—a0nm—r eo) 


(r) 
XR Re 2m 00) 


Om 200 0) 


,通常 把 完成 上 图 所 示 运 算 的 一 个 硬件 叫做 一 个 蝶 件 . 
由 上 面 的 讨论 可 知 ,完成 一 次 县 代 共 需 2”- 一 > 个 蝶 件 ,从 


而 求 出 整个 NTT 共 需 mm， > 个 蝶 件 ， 每 个 蝶 件 中 需 加 、 减 、 乘 
法 各 一 次 , 故 共 需 加 、 减 法 2 ,mm ， > 二 NlogzN 次 , 先 法 mw , 立 一 


于 log: V 次 。 但 因 最 后 由 xz" 到 的 可 中 不肖 对 法 .上 在 


第 C1 rm 1D 次 生 代 中 ,对 应 于 kos* “Rs Nm—r12° “”” > 
0 一 (0 07 的 2 个 蝶 件 里 所 乘 者 均 为 we 一 1， 
故 亦 不 需 乘 法 。 而 在 这 mm 一 1 次 县 代 中 共有 1 十 2 十 2 十 ，… 十 


2 一 一 2 一 工 个 这 样 的 蝶 件 ， 故 实际 上 5! 只 需 乘法 一 N log:Y 一 
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(全 一 
2 2 


1) = NClog; N 二 2) 十 1 次 ， 从 上 面 的 讨论 还 


可 看 出 , NTT 的 快速 演 段 在 大 大 减少 运算 次 数 的 同时 ,并 未 增加 


运算 的 复杂 程度 , 即 如 NTT 的 定义 中 那样 , 仍 
加 、 减 法 和 乘 “的 方 守 的 乘法 .特别 地 , 当 我 们 只 


只 需 进行 两 数 间 的 
考虑 FNT 时 , 因 


常 可 取 ca = 2, 故 在 其 快速 演 眉 的 实现 中 只 需 进 行 两 数 闻 的 加 、 碱 
法 和 乘 2 的 方 帘 的 乘法 这 三 种 算术 运算 就 够 了 ， 

利用 蝶 件 把 NTT 的 快速 演 段 全 部 表示 出 ， 就 得 到 所 谓 流 向 
图 (或 流 图 )， 以 第 三 章 $4 的 例子 为 例 , 其 流向 图 如 下 : 


xo—=xco0)=1 3=xH) ~ 1 = 地) = X00 = Xo 
Xi=x(01)=0 一 2 一 zx 人) 一 一 5 一 x{3) 一 一 Xo) 一 全 2 
xz 一 Xi0) 一 2 一 1 一 zx 人， < 7 一 xl Xeon = 二 XX, 
DZ、 Yo 一 一 2 
3 一 xD 一 一 并 8 一 x 和 “< > 8 =x)= Xa = Xs 
- Y: 一 3 
如 一 Aoo) 一 1 ， ~ 一 2= 有 二 Hoo)=Ho Y=1 
、 ~ 
hi=hoy=~1 > ~ 4=h()=Huw=H: Ys=—7 
- \ 
包 一 Po 一 0 ~ 5=8{2)=Hoy=H 
_ 
hs=huy=—2 7 4 < 一 3 一 ho Han H, 
Yo 一 Y(oo) 一 一 ? ~~ 一 5 一 Y 和 一 4yoo 一 一 yo 一 一 5 人: 一 3 
一 Yo 一 ~ 7=Y {0})=4yeoy 9 一 7 +=6 
Ya 一 了 Go) 一 3 二 — 3=Y(})=4y(0y y=—3.4!=—5 
~ . “ 
了 3 一 Yo 一 一 人 人 2 一 7 < 一- 一 7 一 7 秆 一 4 一 一 为 一 一 人 4 一 一 6 


符号 @” 表 示 相 乘 ， 由 上 图 知 ， 就 整个 求 卷 积 的 过 程 看 ， 共 需 两 次 
正 变换 一 次 逆 变 换 和 入 次 一 般 乘法 .再 注意 逆 变 换 较 正 变换 多 N 
次 乘 N71 ( 它 是 2 的 方 军 ) 的 乘法 ， 便 知 用 快速 演 段 求 卷 积 共 需 


3N log; 入 次 加 \ 减 法 ,、 ZN loga N 
法 和 NN 次 一 般 乘 法 


一 2N + 3 次 乘 2 的 方 守 的 乘 
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$ 2. 计算 机 上 模 F; 运算 的 实现 


由 $1 知道 ,在 计算 机 上 实现 FNT 的 快速 演 眉 问题 归结 为 在 
计算 机 上 实现 模 F, 的 加 、 减法 和 乘 2* 的 问题 ， 由 于 减法 可 通过 
“ 取 负 相 加 ”来 实现 , 故 只 须 考虑 模 已 的 加 法 、 取 负 和 乘 2* 这 三 种 
运算 ， 但 若 考 虑 整个 求 卷 积 过 程 的 实现 , 则 还 需 考虑 模 ,的 一 般 
乘法 ,下 面 即将 看 到 ,有 时 是 不 能 如 通常 那样 把 一 般 乘 法 直接 分 成 
儿 个 乘 2* 的 乘法 和 加 法 的 . 

2.1. 普通 二 进 制 码 模 Ff, 一 2’ 十 1C2 = 2) 的 算术 运算 是 
限制 在 整数 0, 1，…， 2 一 1, 2 这 了 :个 数 中 进行 的 , 即 运算 中 
不 允许 出 现 大 于 2 的 数 ， 用 一 个 5 位 寄存 器 可 将 0, 1 2 一 1 
全 部 表示 出 ,但 2* 这 个 数 却 不 能 表示 出 ， 若 只 为 表示 2 这 一 个 数 
而 采用 5 十 1 位 寄存 器 ( 它 可 表示 2F, 一 1 个 数 ) 又 似 不 大 经 济 ， 
. 怎么 办 昵 2 由 于 在 实际 计算 卷 积 时 ,5 常 取 32 或 64, 故 若 各 个 数 
据 之 间 是 非 相 关 的 , 则 出 现 22 这 个 数 的 概率 大 约 为 2 一 ,这 是 一 个 
很 小 的 数值 。 如 果 一 旦 出 现 了 2”《 也 就 是 一 1) 这 个 数 , 我 们 就 用 
0 或 一 2 ( 旭 2 一 1) 去 代替 它 , 这 样 作 相当 于 产生 了 一 个 侦 然 的 
误差 .如 果 不 允 许 这 样 的 误差 , 那 就 只 有 另外 再 加 一 位 来 表示 2. 
下 面 是 以 位 二 进 制 码 为 基础 进行 讨论 的 。 为 清楚 起 见 , 我 们 分 
别 用 四 , 日 , @ 和 十, 一 ,xX 表示 模 F, 的 和 普通 二 进 制 数 的 算 
术 运 算 ， 

D 加 法 

两 个 5 位 数 相 加 将 得 到 一 个 5 位 数 或 。 十 1 位 数 ， 在 前 一 种 
情形 , 所 得 的 5 位 数 就 是 欲求 的 和 数 ， 而 在 后 一 种 情形 ， 因 第 
b 十 1 位 表示 2* 三 一 1 (mod F), 故此 时 模 ,的 和 数 应 是 从 所 
得 的 和 十 1 位 数 的 后 上 位 减 去 1 后 所 得 的 数 。 综合 起 来 有 


4 田 B 二 (4 十 8 的 后 5 位 ) 一 (4 十 B 的 第 b 二 1 位 ). 《1) 
以 2 一 4( 即 已 一 17) 为 例 : 


94 。 


10 一 1010 5 一 0101 
g++ 1001 7 一 + 0111 
10011 01100 
10 外 9 = 0010=2, 5@®B7== 1100=12., 
2) 取 负 (从 而 减法 ) 
六 一 1 
设 4 = >)， ai25 qi 一 0 或 1, 又 设 4 表示 a 的 补 , 即 of 十 
i=0 
五 一 
2 = 1, 亏 一 72: 表示 4 的 补 。 则 
i=0 


-4= -于 -=- 阅 -D- 豆 5 一 D 


二 有 十 2 Cmod F,). 


故 有 
昌 4= 了 四 ?， 四 
即 一 数 模 ,的 负数 等 于 该 数 的 补 与 2 模 ,的 和 数 , 
例 . 6 一 4 时 
.了 一 0I11 0 一 0000 
二 0010 )_ 土 0010 
01010 10001 
二 一 一 一 4 二 一 -一 >! 
.7= 1010=10 日 0 一 0000 
10©7=10®B(©7) 1010 
10®10 + 1010 
-3 10100 
一 ~ 1 
”001l1r=3. 
3) 乘 2+ 的 乘法 | 
2 圭一 1 (modF,))， 故 可 设 0 二 《< 雪 2， 则 
. b—1 
244 = 2 qr2! 


imD 


Q) 


ee 95 。 


‘= 2 (C4612*™! 二 ，:。， 十 ApA) 4 as rt2’! 十 .……， 十 ao2* | 
三 Cj 1221 十 :十 ao2* 一 (ap_12*™! 十 十 pk) 


(Cmod F,). “ 
这 说 明 
2*@8 4 一 (将 4 左 移 4 位 后 所 得 的 5 位 数 ) 名 
(移出 所 得 的 位 数 ), 3) 
例 ，b 一 4 时 


11 = 1011。 左 移 3 位 后 所 得 的 4 位 数 为 1000, 而 移出 的 3 位 
数 为 101 = 0101， 


1000 
二 1100 
其 负数 为 1100。 喜 知 roroo 
23@11 一 3， 
一 人 zl 
0011 一 3 
-在 计算 逆 变 换 时 需 乘 2 下。 因 2 飞 王 一 2 (modFD， 故 
2 下 天 了 4 一 日 2 四 4 一 2 天 594) 4) 
例 . 85 二 4 时 
| 1000 
. 蝗 7 一 1010, 左 移 2 位 得 1000， + 1111 
”移出 数 0010 取 负 为 1111, 故 知 10111 
272@7=2@(O7)=6, 一 ~ 人 ~ 1 
0110 一 6 
4) 一 般 乘 法 


-一般 乘法 原则 上 可 通过 先 作 若 干 个 乘 2* 的 乘法 和 加 法 来 实 
现 , 但 也 可 直接 作 如 下 的 考虑 , 因 两 个 b 位 数 相 乘 之 积 是 一 个 26 
位 数 , 若 以 Ca 和 Ci 分 别 表示 25 位 数 4 X 8 的 高 5b 位 和 低 5 位 
所 得 的 2 位 数 。 则 

4X 了 一 22Ca 十 Cr Cr.— ChmodF,), 
下 
A®B= Crecn 加 
二 《4 x 8 的 低 b 位 》 (4 XB 的 高 位 ).。 (5) 
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110.1 CL 一 0101 
9 一 区 1001 = 十 1010 
1101 01111 
1101 一 ~ 70 
l3xX9=01110101 13 @ 9 一 111 1 一 15. 
Ca Cr 


2.2. 新 码 ” 上 节 讨 论 普通 一 进 制 码 的 模 F, 运算 时 ,为 简化 运 
算 而 把 运算 限制 在 2 位 码 上 进行 , 这 样 ,由 于 22( 即 一 17 这 个 数 不 ， 
能 用 位 表示 出 , 故 凡 运算 结果 是 2 时 (例如 在 加 法 中 当 4 四 B 一 2 
时 、 取 负 中 4 一 1 时) 或 参与 运算 的 两 数 中 有 二 个 是 2 时 ,所 述 模 
F, 的 运算 均 不 能 进行 。 如 果 采 用 以 0 或 2 一 1( 即 一 2) 代替 2 
的 办 法 ， 误 差 的 积累 有 时 将 大 大 影响 最 后 所 得 计算 结果 的 精度 . 
就 是 把 运算 扩大 到 6 十 1 位 进行 ,在 实现 2 @2? 一 1, 即 10… 
0@@10.…0 一 0.…01 时 , 仍 是 十 分 困难 的 ! 因此 。 用 普通 二 
进 制 码 进行 模 P, 运算 时 ,本 质 的 困难 在 于 2? 这 个 数 的 表现 形式 
《 即 10.… 0 ) 和 它 的 具体 内 容 ( 即 2* 起 作 一 1 的 作用 ) 之 间 的 巴 
盾 。 为 了 解决 这 一 矛盾 ,达到 精确 地 计算 FNT 的 目的 ,人 们 引入 
了 0 到 2* 这 ,个 数 的 一 种 新 的 表示 方法 一 -新 码 ， 在 新 码 中 , 原 
来 表示 2 一 1 的 普通 二 进 制 码 0 0 了 1.… 1 被 用 来 表示 2 这 
个 数 ,而 原来 表 2 的 普通 二 进 制 码 1 “0 则 被 用 米 表 示 数 0. 
这 样 一 来 ,由 于 0 这 个 数 与 任何 数 相 加 、 相 乘 的 结果 都 是 十 分 显然 
的 ,因此 在 新 码 中 就 巧妙 地 避 开 了 对 数码 1 5 *… 0 进行 运算 ,从 
而 达到 了 精确 计算 FNT 的 目的 ， 而 且 从 下 面 的 讨论 中 还 可 看 到 ， 
用 新 码 作 并 ,的 运算 时 ,与 用 普通 二 进 负 码 相 比 ,其 运算 则 反 
而 还 比 更 加 简便 一 些 ， 
新 的 表示 数 方法 是 这 样 的 ， 因 对 任意 整数 8, Be Zr 一 {0， 
2},b 一 21, 均 可 找到 唯一 的 整数 和 Zi,, 适合 条 件 
B = 2B + 2 (mod FF,), (1) 
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且 反 之 亦 真 。 我 们 就 用 的 普通 5 十 1 位 二 进 制 码 作为 的 新 
码 . 以 5 二 4 为 例 , 此 时 F, 二 2* 十 1 = 17. 若 B 二 0, 则 因 
0 三 2.24 十 2 《mod 17), 故 0 的 新 码 就 是 21 的 旧 码 ( 即 普通 二 进 
制 码 J)10 00 0; 若 B== 24, 则 因 2 三 2.C23 一 1) 十 2 (mod177 , 改 
2 的 新 码 就 是 2 一 1 的 旧 码 90 0 1 1 1 ;着 B= 二 9, 则 因 9 二 2: 12 十 2 
(mod 17), 故 9 的 新 码 就 是 12 的 旧 码 0 1 1 0 0 ; 等 等 。 显然 , 当 
一 2: 较 大 时 , 从 定义 (1) 出 发 先 求 记 再 求 8 的 新 码 的 办 法 是 十 
分 麻烦 的 ， 能 否 直 接 从 8 的 旧 码 CB 给 定 后 是 很 容易 知道 的 ) 出 发 

来 导出 的 新 码 呢 ?可 以 的 . | 
由 (1) 知 , 当 B =0 和 2 时 , 育 二 2? 和 2 一 1, 歼 其 新 码 


一 b 一 1 个 ~ 


分 别 为 1 0 人 0 和 0 011-:.. 1， 

当下 s 关 0 和 25: 时 ,可 设 

了 一 0.22 十 cp-25 十 … 十 ec， 2 十 co， ec 不 全 为 0， 因 
2 二 三 2 和 :十 1(mod22 十 1)， 故 由 (1) 知 
B=a27B—1=2"B+B—1(Cmod2 + 1). 


由 于 
22™1B = 2?(ep 2 ,二 01) 十 co2! 
三 c02 和 :1 一 co 2 “十 cl) (mod 2 十 1), 
下 一 2(Cep -1222 十 .十 ,)y 十 eo， 
政 . 


Be + (es 2 二 十 0) 一 zo Cmod 22 十 1)。 

因 。 不 全 为 0, 上 式 右 边 之 值 恒 在 0 与 2 之 间 , 再 由 Be Ze 知 
B= 0.2 十 co221 十 ep-122 2 十 .十 el 一 2 C2) 

(2) 式 说 明 , 除 B = 0 和 也 这 两 个 极端 值 外 , B 之 新 码 可 由 其 
旧 码 的 后 2 位 由 尾 向 前 循环 移动 一 位 后 再 减 去 (普通 二 进 制 减法 ) 
第 5 位 之 补 而 得 到 ,反之 , 若 已 知 B 之 新 码 , 则 其 旧 码 可 由 新 码 加 
上 (普通 二 进 制 加 法 ) 第 5 位 之 补 后 再 将 后 上 位 由 前 向 尾 循 环 移动 
一 位 而 得 到 . 

例 . 5 二 4 时 
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B=6=00110-> 00011 
一 人、 人、 0 
00010=2=8; 
B=2= 00010 


+ 0 
0001i—>00110=6=8B. 
A 


据 此 就 可 很 快 地 算出 0 到 2 一 24 一 16 各 数 的 新 码 如 下 : 
表 1.， 6 一 4 时 新 , 旧 码 对 辕 表 


旧 码 新 三 
(8 的 二 进 制 码 ) (和 的 二 进 制 码 》 


正规 值 
(CB) 


Ta WN- 


oo 
~ 


Re 
~ 
| 


1 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 


和 
一 OOOO 


下 面 讨论 新 码 模 2 十 1 运算 的 规则 ， 显 然 , 这 些 规 则 必须 满 
足 二 数 新 码 的 和 、 差 、 积 恰好 就 是 该 二 数 和 、` 差 \ 积 的 新 码 ， 即 若 以 
符号 个 、 .6、 ®@ 表 新 码 间 的 加 、 碱 ,乘法 规则 ,就 应 有 _、 

了 个 Bb - ADE, 全 了 = 62, EB= A483, 

1) 加 法 
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设 A =24 + 2， B=2P+2 (mod2s + 1), 
则 . 
ADBB=A+B=2(A4+B+1)+2 (mod2: + 1), 
故 有 
4 人 和 = DF= 4+B+! Cmod 2 十 1). C3 
当 4,B 之 一 ,例如 4 为 0 时 , 4 一 2, 由 (3) 知 4 二 记 . 
故 在 新 码 的 运算 中 ,上 小 节 难 以 处 理 的 数码 1 0 .… 0， 现 在 可 以 
看 作 一 个 停止 运算 进行 的 禁止 信号 ,而 不 参加 运算 ， 
当 4, B 均 不 为 0 时, 4, 记 均 不 为 22, 故 可 设 
4+ B= et et te 
从 而 由 《371 知 | | 
ABB = A+B+1l02 c+ 十 co 十 一 
二 02+ cl! 二 .十 cot 5s Cmod2? + 1), 
因 上 式 两 端 之 值 均 在 -0 到 2 之 间 , 故 得 
.ABB=0.2 4 cto 
二 (4+ 户 的 后 5 位 )+《4+ 训 的 第 5 十 工 位 之 补 ), (3) 
例如 5 一 4 时: 


$=10= 01010 
8 一 10 一 土 01010 
10100 
人 二 ~ wz1 人 
$83= 00100=4=10, 
八 ， 
12 一 5 一 00101 
和 -3 一 十 00011 
01000 
十 ~ 人 wy 、 
12 四 8 一 01001 一 9 一 3。 
2) 取 负 (从 而 减法 ) 
设 
。 B=2B +2 (mod2 + 1), 
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2(— Bo2)+2 (mod2? 十 1)， 


BB= 
夏 - 
人 人 人 
OBB=O 三 一 Ct (C4) 
车 B= 0, 即 有 二 1 0, 则 
6 = 一 Bd . 
nn SDA 故 如 1) 那样 , 1 0 …' 0 的 出 现 仍 可 看 作 停 止 运 
算 进行 的 禁止 信号 . 
车 B 志 0, 即 训 2, 则 可 设 
B=0.2 十 cp-122 .二 eo0, 
于 是 由 (4 知 
OB=—B—2=02 el e002 


=0.25 el. et+2—1 

二 0:27 (一 en)2tt 二 (1 一 eo) 

二 0:27 十 B12 十 -十 B20Cmod 2? 十 1》。 

”同样 , 因 上 式 两 端 之 值 均 在 0 到 2* 之 间 。 故 有 

S 户 一 0.22 十 52 十 十 5 

二 (对 之 后 5 位 取 补 )， (4)2 


例如 5 二 4 时 , 3 二 01.010, 故 合 = oi 010=00101 
-5 -12—65. 
3) 乘 2t 的 乘法 


不 失 一 般 性 ,可 设 0 天 《< 上. 且 变 
B=2B +2 (mod2’ + 1)., 
则 - | 
2X@B=2%XB=2Xx CB+2) 
三 2(24 Xt D+2Cmd2 + 1), 
故 


汶 小 、 -一 人 、 
HOP-MOB S24XH+2 1 (md2 十 1， CD 


若 B8 = 二 0, 即 B=2, 则 
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和 . 
2@BPB=2Nx2+2—1=22+1)—-1=—1 
人 人 人 大 2? (mod 2* 十 1)， | 
从 而 2+ @@ B 一 吝 , 故 仍 可 将 1 0.… 0 作为 禁止 信号 来 看 待 
车 B 半 0, 即 疡 2*, 故 可 设 
. B= 0 + es + eo 
于 是 由 (5), 知 
RB B= 2 xB+2t—1 
三 02? 十 ep 2 十 十 Cpa2s 1 十， 
. 十 e024 十 24 一 1 
一 0.22 十 ci24r 十 十 eco24 
1 一 cei-12t 一 一 cp 十 多 一 1 
尘 0.2? + esct2. 二 十 C0024 十 B2124 十 
十 ao-kKmod22 + 1). 
上 式 两 端 之 值 均 在 0 到 2 之 间 , 故 得 
公信 应 一 0.24 十 co it2 和 :十 . 十 co25 十 55_i2 十 ,十 2E5- 
一 (将 房 的 后 上 位 自前 向 后 循环 移动 《位 , 再 取 最 后 


和 & 位 之 补 )， . (5), 
例如 45 二 4 了 时: 
A 一 a 
3 一 01010 一 00101 一 01010 一 001.01， 


人 人 ~ . 办 
故 知 23@5==00101 一 00010==2= 6; 


一 一 一 ~ 一 人 AN 
-01011>00111 一 01110, 故 知 各 @?》 和 = 
0111i5=01101=13=1i. 
4) 一 般 乘法 
设 
A=2A+2, B=2B+2 (md2 十 1)， 
则 四 
A®B=AxXx B=(04+2)0B+2) 
2[2C4 XB 二 用 十 和 十 1 十 2 Cmod 2 十 1)， 


二 
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故 人 人 人、 
ABB=ADB=2(AXB+A+B 十 1 Cmod2 +1),. CO 
若 4, B 中 有 一 为 0; 即 4, B 中 有 一 为 2: (例如 用 = 2), 则 
由 (6)1 知 人 
A@B=200 XB+2+B+!1 
二 2(C 一 户 十 22 十 让) 十 1 
关 2*4+! 十 1=22% 二 22 十 1=2 
一 (mod2 十 1)， 
故 新 码 中 出 现 1 0 …' 0 时 ,运算 不 需 进行 ， ee 0… 0 
若 4, 8 均 不 为 0， 即 <， 育 均 不 为 25， 


了 = Se 


k=0 
则 由 (5); 知 
Ax B= 5 Cot x AB) 
k=0 


五 一 1 . . 6b—1 - 
一 >\,(zk2tX 记 十 2 由 一 1 一 >) (2 一 1) 
*=0 k=0 


b—1 人 入 人 入 b—1i | 
三 2 [Car2:)®@B1C— >), ak 十 7 Cmod2? + 1), 
k=0 k=0 
里 ,7 表示 非 零 的 ex 之 个 数 . 
记 
则 由 (C37 知 
八 rm 
名 三 人 二 DA 二 mm 一 1 (mod2? + 1), 
k=1 
于 是 人 
AxB= 全 这 [CD 印 B]— A++1 (mod2’ -十 1)。 
再 由 (3)1, (5) 和 (6): 得 
4@ 六 = 三: 和 (人 x B+ 4+ A) 
= 8{ Ba2 [C2 DB 十 各 十 1 
103 。 


人 小 个 八 人 人、 人 
= SW{(D Sa BB1) DB) Cmod22 -+ 1). 
由 于 上 式 右边 均 为 新 码 的 模 2* 十 1 运算 , 最 后 算出 之 值 应 在 0 到 
2 之 间 ， 故 有 、 - 
了 个 让 = 1@ {HE [C42D 仿 BD) HA). C6), 


C6); 看 起 来 复杂 ,实际 上 仍 是 比较 方便 的 ,例如 4 一 4 时 : 


A=11=00110, 了 = 从 =00101， 
a 八 和 和 A 
让 一 个 =01101， B=$=0110 70, 
了 的 二 进 制 表示 式 中 只 有 ar 不 为 0 所 的 二 进 制 表示 式 中 只 有 ao, az 不 为 0 
HBB= 01010 SB= 01100 
$4 全 00100 scan +00000 
22 B= 十 ? = 
© DT “68 0j 06 
信 八 信 A +~ 0 A, 八 人 a ~ xw0 
Ds:BB) = 0 Ti Den BB)= 0 TO0I 
。 +01101 。 +0;100 
B=—Tr1T05 =o01 
个 信和 ^、 信 a 工 一 
人 一 十 一 ”> 人 入 和 人 和 人 十 yl1 
Dhl )@ 01100 Di 2 DBDE = i D 0 
八 < 7 
再 Qi-= 01000= 再 Ga =- 00010=6 
八 人 人 八 入 入 和 A 
故 知 14@811 二 1. 故 知 仑 @5 =6 


值得 注意 的 是 , 当 我 们 不 用 4 的 新 码 而 用 和 4 的 旧 码 时 ,运算 规 


b—1 
则 将 比较 简单 , 设 4 = > ex2*， 则 


k=0 

| 5 一 1 
A@B=AXB= 2 (er XB) 
， k=0 


= DCe2t® B) Cmod2? + 1), 


由 于 上 式 两 边 之 值 均 在 0 到 2* 间 , 故 有 
A®B 一 申 记 (ex @ B). 


于 是 由 定义 知 
~ 网 -一 人 人 人 
ABB = 4@B DY 有 一 人 我 3 及 
= DS [Cern2t) B]1. C6), 
例如 在 上 面 的 例子 中 : 
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A=14=01110 A=12=01100, 
a 八 a A 
Bo-1i~01101 B= $01100, 
和 八 和 A A, 仆人 A 
BB= 01010 268- 00000 
Ca +00100 ss +00001 
2:00B 一 23 一 

@ oITIISG ©B 00707 

会 。 “人 个 全 ~ 0 信 八 A 十 

DA-(2BB) = TTI 809 = 00010=é. 
2 人 As +01001 
“@8= 一 一 1T000 
个 作 个 I 
l4®8ll = 01000=1 


虽然 用 (6): 作 一 般 乘法 比 用 (6) 要 简单 些 ,但 由 于 在 计算 卷 积 的 
过 程 中 ,所 需 的 次 一 般 乘 法 是 在 全 过 程 的 中 间 阶 段 进 行 的 ,其 时 
参与 运算 的 数 均 为 新 码 , 故 运算 规则 (6) 是 不 可 少 的 . 
美国 麻 省 理工 学 院 林肯 研究 室 已 在 1976 年 利用 此 码 作 出 了 
一 个 FNT 的 硬件 ,其 字 长 为 6 位 , 一 MV 2 ，N 一 64. 
2.3. 减 1 码 前 一 小 节 中 讨论 之 新 码 ， 实 质 上 是 利用 了 在 任 
意 模 M 的 璋 余 类 环 Zw 中 ,一 次 方程 | 
Aft + B=x (modM), (1 
当 4 与 M 互 索 (8B 可 任 取 ) 时 ,对 任意 给 定 的 整数 x € Zw 均 存 在 唯 
一 的 解 4€ Zw, 这 一 重要 性 质 , 从 而 建立 了 Zw 自身 的 一 个 一 一 对 
应 关系 x*<->4, 故 可 取 # 之 二 进 制 码 作为 * 的 新 码 ， 因 此 ,对 任意 
与 M 互 素 的 4 和 任意 的 B, 均 可 导出 一 种 新 的 码 来 ， 但 是 , 为 克 


一 5 个 一 
服 模 2 十 1 的 运算 中 处 理 2 二 1 0 … 0 时 所 遇 到 的 困难 ,我 


一 2 个 一 、 
们 希望 将 10 … 0 作为 数 0 的 新 码 , 即 要 求 > 一 0 时 ,4 一 6 一 
2*。 易 知 ,此 条 件 当 旦 仅 当 4 = B (mod 2* + 1) 时 始 能 成 立 , 故 
G1); 应 取 为 


4 十 1) 三 x (mod2? + DD, (1)2 

式 中 之 4 与 M 互 素 ， 前 面 讨论 的 新 码 正 是 取 4 = 二 2 时 所 得 的 

但。 
如 果 在 C1); 中 取 4 == 1, 则 有 

4 十 1 二 x (mod 2? 十 1)， (1) 
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5 个 一 。 

故 除 x = 0 之 新 码 为 1 0 0 外 ，xe Zu 之 新 码 就 是 + 一 1 的 
二 进 制 码 , 故 称 此 新 码 为 “ 减 1 码 ”, 

显然 ， 对 减 1 码 来 说 ， 其 新 \ 旧 码 之 间 的 转换 关系 比较 简单 ， 
但 由 于 对 新 、 旧 码 则 的 对 应 关系 《1), 并 无 实质 性 的 改进 ， 故 可 预 
见 , 与 前 面 的 新 码 相 比 , 减 1 码 之 间 的 模 2 十 1 运算 是 不 可 能 有 
实质 上 的 改进 和 简化 的 。 事 实 上 ,可 完全 仿照 上 节 的 推理 证 明 , 减 
1 码 间 模 2* 十 1 的 运算 规则 , 除 一 般 乘法 外 , 其 加 法 、 取 人 负 和 冬 2 
的 乘法 均 与 前 述 新 码 的 运算 规则 完全 相同 ， 而 其 一 般 乘法 为 

仆 个 \ 必 ， 、 八 - 仆 
4@8 = {BSL I OBI}DB, 


这 里 ,用 一 >， ax24s 2;。 与 $82.2.(6) 相 比 , 稍 有 简化 。 


§ 3. 字 长 与 序列 长 度 间 的 关系 


在 FNT 的 快速 实现 过 程 中 , 除 在 计算 机 上 实现 模 2* 十 1 运 
入 这 样 一 个 基本 问题 外 。 还 有 一 个 序列 长 度 和 字 长 的 关系 问题 . 
这 是 因为 在 FNT 中 , 字 长 久 序 列 长 度 X 和 所 选用 的 “三 者 之 间 
有 着 严格 的 相互 制约 关系 ,从 而 不 能 随意 地 选取 

由 于 在 FNT 的 快速 计算 中 ,所 用 乘法 都 是 乘 的 方 宕 , 故 取 
c 为 V2 二 漳 一 半 的 偶 次 宕 ( 即 2 的 方 守 ) 最 为 简单 ， 稍 次 是 
取 “ 为 V 2 的 奇 次 蛙 , 此 时 只 是 在 第 一 次 叙 代 中 才 需 乘 V 2 的 奇 
次 寡 ( 即 乘 2 的 寡 后 再 乘 一 次 W 2 )， 而 在 其 余 各 次 登 代 中 却 仍 是 
乘 V 2 的 偶 次 宕 。 因 此 , 在 快速 实现 FNT 时 ， 我 们 总 是 取 c 为 
V 2 的 方 宕 。 

通常 情形 下 ,序列 长 度 N 是 事先 给 定 的 。 我 们 的 问题 就 是 ,在 
序列 长 度 N = 2” 给 定 和 a 取 V 2 的 方 寨 的 情况 下 , 怎样 来 选择 
VY 2 的 宕 指数 和 字 长 一 24。 

1. 一 维 的 情形 是 简单 的 。 由 第 三 章 $4 知 , 若 令 是 适合 为 
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N-1 N_i 
2 > min {ls lnm Darl, |h, | ma ， 5 lal} 
rx=0 k=0 
之 最 小 正 整 数 , 则 只 需 选 取 


上 max {fo, m 一 2}，a 一 (V2) 
即 可 。 因 此 M 的 最 小 可 取 值 为 2”“ 十 1， 亦 即 所 需 字 长 最 少 为 
2 = 六 


2t+2—m 


由 于 通常 的 计算 机 之 字 长 在 64 位 以 下 , 赦 用 c 取 W 2 之 方 守 
的 一 维 FNT 可 卷 积 的 序列 长 度 最 长 可 达 64X4 一 256 一 ?5 

2. 当 N = 2” 之 2 时 ,在 普通 计算 机 上 就 不 能 用 ce 取 MV 2 之 
方 守 的 一 维 FNT 计算 序列 的 卷 积 。 此 时 可 孝 虑 采用 二 维 FNT 
来 进行 计算 ， 由 第 三 章 $7 知 

1) 当 N = 27, ?4m 时 。 可 取 Ni 一 2 ，N: 一 23 :之 


— Limk]} 
max{ 1 = | 四 一 由 一 (V 2 和 2 。 


由 此 可 知 , 当 守 m 一 2 时 ,用 ws 取 MZ 之 方 军 的 一 维 FNT 与 
用 二 维 FNT 所 需 字 长 均 至 少 为 2%, 故此 时 用 二 维 FNT 亦 不 能 
缩短 字 长 ， 当 二 m 一 2 时 ,用 二 维 FNT 所 需 之 字 长 最 短 可 取 


为 2% 或 2 , 均 小 于 2”-2z。 故 可 使 字 长 缩短 . 但 最 短 不 能 短 于 
2 一 VN/J8 。 从 而 在 字 长 为 32 或 64 位 的 计算 机 上 ,用 4。 取 


MV 2 之 方 军 的 二 维 FNT 可 卷 积 m 为 奇 的 最 大 序列 长 度 为 29 
或 25. 


2) 当 和 N=2”, 2|m 时 ,可 取 NNi 二 27? s N;= 27’ 
N, = 22), 


> max 一 下 “或 四 一 CVD 


(或 Ni 一 


oz( 或 oD) 一 人 V2y 2 
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易 知 当 为 二 六 一 2 时 , 可 用 % 取 V 2 之 方 宕 的 二 维 FNT 缩短 一 


维 FNT 所 需 的 字 长 ,但 最 短 不 能 短 于 .2 3 一 VN/4。 从 而 在 字 
长 为 32 或 64 位 的 计算 机 上 ,用 w 取 W 2 之 方 宕 的 二 维 FNT 可 
卷 积 m 为 偶 之 最 大 序列 长 度 可 达 ?2 或 24， 如 在 上 节 中 提 到 的 美 
国 麻 省 理工 学 院 所 作 16 位 FNT 硬件 上 , 用 om 一 2, 0 一 V2 
或 a 一 四 一 V 2 的 二 维 FNT 就 可 分 别 计算 长 为 2 或 2a 的 着 
积 . 

3. 在 一 些 特殊 需要 中 , 有 可 能 N 二 2” > 25。 此 时 可 考虑 采 
用 三 维 FNT 来 进行 计算 ， 由 第 三 章 $ 8 知 

1) 当 N = 2", mm 三 0Cmod3) 时 ,可 取 Ni 一 23 N: 一 23。 


N; 一 2 于 (或 Vi 一 Ni 一 Ni 一 23)， 


t 之 max “ 中 ， o (或 oa) 一 CV 2) 3, 


m 
3 


t+! 一 他 


一 由 (或 ao) 一 (CV 2 


故此 时 所 需 之 最 短 字 长 为 22 7 -- NJ8 。 从 而 在 字 长 为 32 或 
64 位 的 计算 机 上 ,用 a 取 V 2 之 震 的 三 维 FNT 可 卷 积 xm 为 3 之 
倍数 的 最 大 序列 长 度 可 达 2 或 22, 

2) 当 入 二 2 加 三 1 Cmod3) 时 , 可 取 Ni 二 NN 一 2， 


7 十 2 


Na 一 2 5 3 3 


_ — 3 一 人 
+> max {4 = 4|, m= = = V2) 3 。 


故此 时 所 需 之 最 短 字 长 为 2 一 VN/J16 。 从 而 在 字 长 为 32 或 
64 位 的 计算 机 上 ,用 c。 取 V2 之 方 雷 的 三 维 FNT 可 卷 积 加 模 3 
余 1 的 最 大 序列 长 度 可 达 25 或 22 

3) 当 N = 2m， "= 2 (mod3) 时 , 可取 Ni 一 N, 一 2， 


m+1 


Ns 二 2 (或 一 2 N; = Ns = 2 ), 
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ZA='w="” (7='w ‘ZA='» 将 ) 工人 二 2 “一 5 


= ‘Ai 
AZ A 一" R= 


x 让 


0 三 ww 时 lb 三 ww 他 ZA 


b 
CoA A 人 = 


(Zh = “7Z 一 馈 一 1720 效 ) (z=»'Zh 二?D=D 交 ) 


| | | 一 一 一 -一 一 一 一 -一 


-一 -一 | 一- 一 一 


_ 二 ZA 人 ev 了 :ww_， 末 
z=wl0=wlt «| 序 一 六 下 一 六 一 六 Z I —£E Cr 一 下 E <z eT 
As I Ne = "NTE = NT NUN A NT = NT NN NN 
ol : b 3. 9 尘 一 
z=w [dl0 =wldlb wy 入 人 N/e x 和 村 型 效 
Zu 0 wu (YPoOMm) ww 


赶 螨 明 'z “Wy 哇 潮 志 陪 次 ‘了.z 一 NN zz 人 只 
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pm 


.5 人 狼 玉 区 


Fo 材 
Nz3ofNE 共 TNd 

z 蔓 
E+ NZ— N'soNE 凡 | | 素 
wz 一作 N 

z8o z8o 村 
NS 十 NS3oINS Nb + N "BOINS 这 Nd 

Z rgol NE 78o 二 机 
aiNZ ASTAN -NSoING Ng + NS — NSolNe 内 | 攻 E23 
了 < ~ 了 < 了 T 下 < 二 

Nz 4 一 zN 四 Nb 4 一 z w= NN 

8 
Z 三 必 图 |0 三 妈 辐 | N8 + N’3ol N 07 ud 
RR 四 LNI 
， 日 |。 taN6T 十 兴 茧 导 
三 ww 三 ww 
NtIi CO N'solN 上 tt 
EI - 
z 三 w 时 |0=w ly 
SC=u | t=wu b= Zw .0 三 ww (9 Pou) w 
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但 头 灾 咱 ` 泓 器 培 认 洒 并 台 姥 一 关卡 IN4 壬 三 “二 “一 “2 第 


本 -一 — 人 2 
> 


(或 2) 一 (VD 


故此 时 所 需 之 最 短 字 长 为 2 二 YN/J4 。 从 而 在 字 长 为 32 或 
64 位 的 计算 机 上 ,用 4。 取 V 2 之 方 早 的 三 维 FNT 可 卷 积 m 模 3 
余 2 的 最 大 序列 长 度 可 达 27 或 22， 

值得 注意 的 是 ,用 。 取 VY 2 之 方 宕 的 二 维 FNT 计算 一 维 着 下 
时 ,序列 长 度 N 二 2 和 2%* 所 需 之 字 长 同 为 2*. 而 用 gc 取 W 2 
之 过 的 三 维 FNT 计算 一 维 卷 积 时 ,序列 长 度 N 一 22t。2atts 和 
2%t4 所 需 之 字 长 亦 同 为 24. 

综 上 所 述 ,列表 如 上 面 表 2， 

最 后 还 要 指出 ,用 二 ,三 维 FNT 计算 一 维 卷 积 虽 常 可 缩短 用 
一 维 FNT 计算 时 所 需 的 字 长 ,但 其 计算 量 却 有 相当 的 增加 ， 究 竞 
增加 多 少 昵 。 对 此 我 们 曾 作 过 较 详细 的 讨论 ， 由 于 讨论 过 程 元 长 
而 不 困难 , 故 在 此 将 其 略 去 ,而 只 将 所 得 结果 列 在 上 面 表 3 里 ， 


$ 4。 用 快速 Fermat 数 变 换 与 
FFT 计算 卷 积 运算 量 的 比较 


本 节 中 , 我们 将 尽 可 能 详尽 地 比较 用 快速 FNT 和 用 FFT 计 
算 卷 积 时 分 别 折 需 运 算 量 的 多 少 。 由 $1. 知 , 快速 FNT 与 FFT 
有 相同 的 流向 图 ,所 不 同 者 为 ,在 快速 FNT 中 可 到 二 2, 而 在 FFT 


中 一。 入; 快速 FNT 中 的 运算 是 模 2 十 1 的 运算 ,而 在 FFT 
中 的 运算 是 普通 复数 的 运算 ， 因此 ,只 从 它们 各 自 所 需 之 乘 、 加 
( 减 ) 法 次 数 是 看 不 出 什么 优 和 的 。 故 需 寻 求 一 个 统一 的 答 量 款 
准 . 


-显然 ,一 个 复数 加 ( 减 ) 靶 相当 于 2 个 实数 加 ( 碱 ) 法 ;一 个 复数 
乘法 相当 于 4 个 实数 乘法 和 2 个 实数 加 法 ， 而 一 个 4 位 实数 的 乘 
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法 可 平均 地 看 作 个 乘 2 的 方 军 的 乘法 和 二 个 位 实数 的 加 法 ， 


从 而 一 个 实 、 虚 部 均 为 b 位 的 复数 乘法 就 相当 于 22 个 移 位 《 即 乘 
2 的 方 宗 ) 和 20 十 1) 个 二 位 实数 的 加 法 ， 

由 $2.2. 知 , 一 个 模 2 十 1 的 加 法 最 多 相当 于 2 个 2 位 实数 
的 加 法 ; 视 “ 芭 补 " 为 一 个 减法 ， 则 一 个 模 2” 十 1 的 减法 ( 取 负 相 
加 ) 最 多 相当 于 3 个 2 位 实数 的 加 ( 减 ) 法 ;一 个 模 22 十 1 的 条 2* 
的 乘法 相当 于 工 个 移 位 和 一 次 2 位 实数 的 减法 ; 一 个 模 22 十 1 的 


一 般 乘法 平均 相当 于 各 个 模 2 十 1 的 乘 2 的 乘法 和 二 个 模 2 十 1 
的 加 法 ,从 而 相当 于 二 个 移 位 和 三 6 个。 位 实数 的 加 ( 碱 ) 法 . 


由 此 ,我 们 可 将 计算 机 上 的 普通 加 法 和 移 位 (自然 每 次 不 必 是 
移 一 位 ) 这 两 种 基本 运算 作为 统一 的 衡量 标准 来 进行 比较 , 


设 一 2"， 6 一 2,， 5 一 分 一 2 由 51 知 ， 作 一 个 
FFT 或 FNT 各 共 需 复数 的 或 模 2* 十 1 的 加 \ 减 法 各 二 mN 次 ， 
乘法 

(NTI~T m2DN 次 . 
因此 , 作 一 个 FFT 共 需 
移 位 
Em DN 2 一 于 (一 2M 次 ， (1) 
加 ( 减 ) 法 
1 1 1 一 。 
本 NT 二 2 十 二 (mw 2)N 2K + 1) 


= Cm DN + 3mN — 2N 次 ， (2) 


”而 作 一 个 FNT 共 需 
移 位 
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二 (wm 一 ON 次 ， 9) 
加 ( 减 ) 法 
1 .1 1 
FPN'2Tt FmN3+t 27MV 


一 3mN 一 NN 次 ， (47 
下 面 进一步 考虑 整个 卷 积 的 计算 过 程 。， 一 则 , 在 实际 应 用 中 
序列 h 都 是 已 知 的 ,其 FNT 或 DFT 均 可 事先 算出 , 故 可 不 考虑 
其 计算 量 . 二 则 ,在 实际 应 用 中 信号 x, 常 取 复数 形式 ,用 FFT 可 
直接 进行 处 理 , 而 用 快速 FNT 则 必须 分 别 对 其 实 部 和 虚 部 进行 处 
理 ， 如 用 < 和 4 分 别 表 复数 < 的 实 部 和 虚 部 , 即 4 十 i 二 a, 则 可 
简单 地 把 用 FFT 和 用 快速 FNT 计算 卷 积 的 过 程 表 示 为 如 下 的 
框图 ; ” 


CY 


由 此 可 知 ,在 用 FFI 工 计算 复 信号 卷 积 的 过 程 中 , 共 需 一 个 FFT 
和 一 个 FFT-K 表 示 EFFT 之 逆 ) 以 及 Y 次 复数 乘法 ， 再 注意 FFT™ 
较 FFT 需 多 进行 N 次 冬 N™!'( 它 是 2 的 方 容 ) 的 乘法 ,由 (1), 人 2》 
便 知 ,此 时 共 需 

移 位 

2 Cm N+ N:25+N= (Cm 一 1N 十 NN 次， 
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本 


加 ( 减 ) 法 
2 . 位 (Dw + 3mN — 2N) +N.2C 二 1 


二 (m 一 1 NV 十 6mN 一 2N 次 . 
而 在 用 快速 FNT 计算 复 信 号 卷 积 的 过 程 中 , 共 需 2 个 FNT、2 个 
FNT™ 和 4 六 次 模 2” 十 1 的 一 般 乘 法 以 及 六 次 模 忆 十 1 的 加 法 、 
N 次 模 2 十 1 的 减法 。 再 注意 FNT- 中 多 出 的 N 次 模 22 十 1 
.了 乘 N( 它 是 2 的 方 早 ) 的 乘法 ,由 《37、(47 便 知 ,此 时 共 需 
移 位 


4 Cm 一 DN +4N 二 十 2N 


. 一 NM 二 2mN 一 2N 次 ， 
加 ( 减 ) 法 | 
4 GmN—N)+IN. 6+t2N+3N+2N 


二 3N? 十 12mN 十 3N 次 。 
把 两 种 运算 总 起 来 看 , 用 快速 FNT 和 用 FFT 计算 复数 卷 积 
时 ,其 计算 量 的 比 大 约 是 2: m 一 1， 故 当 w 稍 大 时 , 前 者 较 后 者 
所 需 的 计算 量 将 有 成 倍 的 市 约 。 但 应 指出 的 是 , 这 里 对 硬件 的 实 
现 和 节约 并 未 予以 考虑 . 
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第 五 章 ”代数 数论 初步 


为 了 计算 代数 整数 的 卷 积 ,需要 推广 数论 变换 的 概念 ,在 一 般 
的 代数 数 域 里 的 整数 剩余 类 环 上 构造 DFT， 为 此 本 章 介绍 一 些 
代数 数论 的 基础 知识 ， 为 突出 重点 ,其 中 部 分 定理 略 去 了 证 明 ,如 
读 着 需要 时 ,可 查阅 有 关 参 考 书 籍 . 


$1. 环 和 域 


这 里 先 扼要 的 介绍 一 般 的 环 、 域 的 概念 和 有 关 有 限 域 的 一 些 
结果 . 

所 谓 具 有 一 个 加 法 和 一 个 乘法 运算 的 系统 是 指 元 素 a, 2 …… 
的 一 个 集合 。 在 其 中 定义 了 两 个 运算 法 则 , 使 集合 的 任意 两 个 元 
素 都 唯一 地 确定 一 个 和 a 十 5 以 及 一 个 积 a .2 它们 仍 属于 这 个 
集合 . 

1) 一 个 具有 两 个 运算 的 系统 称 为 环 , 如 果 对 于 系统 中 所 ， 
有 元 素 , 以 下 的 运算 规律 成 立 : 

加 法 结合 律 (a 十 让 十 c= 4 二 4 十 0c) 

加 法 交换 律 “十 2 一 和 十 a， 

有 零 元 素 0, 它 具 有 性 质 * 十 0 一“， 

每 个 元 素 4 均 有 负 元 素 一 *, 它 具 有 性 质 a 十 (一 a) 一 0， 

乘法 结合 律 ” a(&c) = (ab)e， 

左 分 配 律 a(b + c)= ab+t ac, 

右 分 配 律 (G+ ca= ba 十 ca。 

2) 设 下 是 一 个 至 少 含 两 个 元 素 的 环 , 且 其 乘法 还 适合 : 

乘法 交换 律 46 = ba， . 


有 单位 元 素 。, 它 具 有 性 质 ea = 4， 
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任 一 非 堆 元 索 。 都 有 逆 元 素 a~! 存在 ,满足 era = 。。 
此 时 称 F 为 一 个 域 , 

3) 两 个 环 或 域 了 与 FPF 称 为 同 构 的 ,如 果 存 在 一 个 F 到 F' 上 
的 一 一 映射 o, 适合 条 件 

ola + 6) = 0(4) + ob), 
olab) = oCa)olb). 
4) 域 耻 中 一 个 非 空 子 集 Fi 对 F 的 运算 也 组 成 一 个 域 ， 则 称 
Fi 为 F 的 一 个 子 域 , 称 F 为 Fi 的 扩 域 , 记 为 PS 了 。 

5) 设 F 是 一 个 域 ,以 F[x] 记 域 f 上 的 全 体 多 项 式 的 集 台 ， 
知 F[x] 对 于 多 项 式 的 加 法 和 乘法 构成 一 个 可 换 环 . | 

如 以 F' 表 示 F 的 任 一 扩 域 ,那么 Ffx1 中 的 多 项 式 g(x)|f(x) 
或 g(x)4f(x) 的 性 质 在 F'[x] 中 仍 保持 不 变 ， 

6) 域 ? 中 的 元 素 个 数 有 限时 称 有 限 域 ,如 2Z, 就 是 含 世 个 元 
素 的 有 限 域 ， 有 了 时 也 用 GF(p) 来 记 Z，。 

有 限 域 元 素 的 个 数 一 定 是 素数 的 方 赛 。 反之 , 对 任 给 的 素数 . 
Pp 和 正 整 数 ”, 均 存 在 元 素 个 数 为 加 的 有 限 域 ， 且 可 证 明 元 素 个 
数 相同 的 任意 两 个 有 限 域 都 是 同 构 的 ,故常 记 元 素 个 数 为 如 的 有 
限 域 为 GF(p*). 

GF(p") 中 全 部 适合 x?” 一 x 一 0,《m|x) 的 元 素 构成 唯一 ， 
的 一 个 元 素 个 数 为 p” 的 子 域 GF(p”")， 反之， 若 GFCp") 是 
GF(p") 的 子 域 , 则 有 mm]4. 

7) 设 F = GRCp"),，F 中 存在 4 次 本 原单 位 根 的 充分 必要 
条 件 为 ajp" 一 1。 且 当 djp” 一 1 时 ,fF 中 有 pC4) 个 4 次 本 原 
单位 根 ( 本 原单 位 根 与 Zw .上 的 定义 相 类 似 ), 


$ 2. 代数 数 和 代数 数 域 


”定义 ， 如 果 一 个 复数 Q. 是 系数 为 有 理 数 的 一 代数 方程 
f(x) 一 ak 十 ax 十 十 ax 十 ao 一 0 (1) _ 
之 根 , 则 复数 6 称 为 代数 数 ， 
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例如 ，i = V 一 1. V 2 ，W 3 等 等 都 是 代数 数 。 
如 果 (1) 不 可 约 , 即 指 f(x) 不 能 分 解 成 两 个 次 数 小 于 # 的 有 理 
系数 多 项 式 的 乘积 , 且 a 到 0， 则 称 2 一 0°%(x) 为 9 的 次 数 . 
如 果 (1) 式 为 不 可 约 , 并 以 
0 ， 0®, “9 Bo) (2) 
表示 f(x) 二 0 的 全 部 根 , 则 有 6 关 0%, Cj 闯 衣 ). 
定义 ， 若 9 为 一 首 项 系数 为 1， 其它 系数 为 有 理 整 数 的 不 可 
约 多 项 式 的 根 , 则 9 称 为 代数 整数 ， 当 9 及 0 :都 是 代数 整数 时 。 
6 称 为 单位 数 。 
例如 ; 就 是 一 个 单位 数 。 
设 6 是 一 个 4 次 代数 数 ，FR 表 示 有 理 数 域 , 我们 有 下 面 的 定 
理 ， 
定理 1， 所 有 形 如 
ao 十 a0 十 十 410"!, a€ER(i=0,1,..……,#—1) (C3) 
的 数 集 对 于 尊 通 的 加 法 和 乘法 成 域 ,而 且 (3) 给 出 的 数 各 不 相同 。 
4 十 LO 十 -… .十 ao 一 一 加 十 0 十 …. 十 六 -021， 
而 且 有 某 个 % 关 名 0 委 & 委 2 一 1， 则 6 适合 一 个 次 数 不 高 于 
2 一] 次 的 多 项 式 , 与 6 的 次 数 是 4 矛盾 , 故 (3) 给 出 的 数 各 不 相同 . 
设 f(%) 为 一 9 所 适合 的 # 次 不 可 约 多 项 式 ,又 设 
a= a0) 二 a 十 460 二.…: 十 Ca-i07 !, 
B= 60) = b+ 60 + 二 60"!, 
显然 
w 士 扩 一 马 Ca;+b;)0 
亦 为 (3) 之 形式 的 数 ， 再 和 多项式 的 区 全 除法 知 存在 有 理 系数 和 项 
式 94x) 和 >”(x) 满 足 
alx) bx) = gH TCD 
r(x) 二 0 或 0%y(x) 二 6"(x) = 二 wn， 歼 
o8 一 a(6)2C6) = r(6) 
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一 


仍 为 (3) 之 形状 的 数 ， 最 后 设 8 关 0, 则 C6(x),fCx)) = 1, 故 存 
在 有 理 系数 多 项 式 sx) 及 (x), 且 6%(x) 二 0%(x), 使 
s(x)bCx) + i(x)f(x) = 1 
故 有 6 = :C9)， 证 完 ， 
定义 .定理 1 中 所 得 的 域 称 为 在 有 理 数 域 R 上 添加 6 所 得 的 
单 扩张 ,以 RC6) 表示 ， 各 9 的 次 数 为 RC0) 的 次 数 。 我 们 有 
定理 2。 设 RCO,,*…, 9。) 表示 由 91,*…*, 0。 的 所 有 有 理 函 数 
和 克 二 ,02.…， 0， 部 虹 代 数 凶 风 有 代 数 数 9 厅 在 ,使 RG) 
R(O,..*,0 2 


命 RCg) 为 于 个 二 次 志 ,而 6 所 适合 的 不 可 约 多 项 式 为 
ax? 十 bs tec, 不 失 一 般 ， &, 6， 人 可 设 为 有 理 整 数 ， 可 设 六 一 


4ac 二 FD,，D 关 1， 则 因 6 -二 4 二 av， 所 以 RG) 一 


RC VD), 而 RVD ) 是 二 次 域 则 是 明显 的 ， 证 完 . 
设 RC6) 为 一 x 次 代数 数 域 , 记 9 一 6D， 并 以 03,…, 8 
表示 6 所 适合 的 = 次 不 可 约 多 项 式 的 其 它 4 一 1 个 根 . 
已 知 RC0) 中 任 一 数 可 表示 成 
w 一 4(9) 一 ao 十 4 十 …. + 4,10"!, 
a€E R, i1=0,1,...…,n—1., 
定义 . 令 ap = as 称 oo 一 ab)，( 一 2 为 
的 共 斩 数 ,又 称 
T(0) 一 om + oo 十 十 of， 
No) = aa . .ol") 
为 a 的 迹 与 范 数 ,我 们 有 
TC& + 8) = TCa) + TC), 
N(a8) = NCoONCB). . 
且 易 知 TCg) 和 NCo) 均 为 6,.……, 90" 的 对 称 多 项 式 , 故 由 对 称 
多 项 式 的 性 质 ,知道 TCa) 和 NCe) 均 为 有 理 数 。 并 且 不 难 验证 下 一 
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面 的 定理 ， 
Neo) 一 士 1 

设 己 是 任 一 数 域 , 则 对 于 有 理 数 域 尺 的 二 次 代数 数 9, 单 扩张 
RC0), 以 及 共 斩 数 a 中 ,.… ,at” 等 的 定义 可 以 完全 类 似 地 用 来 对 
于 数 域 己 定义 ,把 基 域 尽 换 成 刁 后 , 以 上 相应 的 定理 也 都 成 并 ,这 
里 就 不 再 一 一 列 出 了 . 

下 面 我 们 就 一 般 的 数 域 尺 给 出 几 个 定理 ， 它 自然 对 于 有 理 数 
域 尺 也 是 成 立 的 ， 

设 96 是 F 上 的 一 个 * 次 代数 数 , 扩 域 FC6) 的 每 一 个 数 & 可 表 
示 成 “一 aC6),，a(x) 是 F[x] 中 一 个 次 数 低 于 2 的 多 项 式 ， 

定理 5. 设 0 一 0D， OO2)，. 本 On 为 9 的 共 柏 数 ， wa 一 a(O0) 
是 上 的 二 个 = 次 代数 数 ， 又 设 “所 适合 的 了 上 的 不 可 约 多 可 式 
是 4(x)，6%(x) 一 mm。 如 令 


g(x) 一 HN (x — 0), 


g(x) = eCh(x) Ym, cEF. 
证 ， 由 对 称 多 项 式 定理 ,立刻 得 g(x)e F[x]， 因为 
ha) = KaC0)) 一 0， 
所 以 
ha?) 一 Mao7) 一 0 C=1,2,.., 1), 
即 g(x) = 0 的 每 一 个 根 也 是 hCx) 一 0 的 根 , 因 h(x) 不 可 约 , 故 
h(x)]g(x)。 设 g(x) 一 h(x)g(x)， 若 gi(x) 为 中 的 一 常数 , 则 
定理 已 证 ， 和 否则 因 gi(x) == 0 的 根 皆 为 h(x) 一 0 的 根 , 又 有 
h(x) [g(x), 设 gi(x) 一 h(x)g:(x), 继续 进行 下 去 ,有 限 步 后 可 得 
gx) 一 cCpCz))m mln, cEF. 
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由 定理 可 知 , 如 果 “ 是 mw 次 代数 数 , 则 在 oD,……., at 中 出 现 
m 个 不 同 的 数 , 设 为 oti, ”， “im 1 = < im A 


且 每 个 数 各 出 现 三 次 ,而 4?，… ,atm 恰好 是 4(x) 的 全 部 根 . 


定义 ，h(x) 称 为 & 在 F 上 的 定义 多 项 式 ， 

推论 1。FC9) 中 的 任 一 个 数 在 上 的 次 数 至 多 是 nx， 次 数 比 
# 小 的 数 , 不 能 生成 FC0), 

推论 2。 如果 wx …。u 均 是 FC(0) 中 的 数 , 且 

- EC ok) 一 0， 
则 和 

ECalD, £7, A) 一 0 G=1, 人， 

这 里 .E(x1,………， 2 是 上 的 多 项 式 ， 

定义 ， 任 一 个 域 F" 包含 一 个 给 定 的 域 R， 则 了 叫 己 是 F 的 一 
个 扩张 ,如 果 F” 的 每 一 个 元 在 下 上 是 代数 的 , 则 叫 F' 是 的 代数 
扩张 ,否则 四 超越 扩张 

定义 ，F 的 元 wi, Wi，*…* ,wa 在 F 上 是 线性 无 关 的 ,如 果 由 

at01 十 bt 十， 十 grtn = 0, a€EF (i=1,".,n) 
可 以 推出 ea 一 o 一 … 一 Ma 一 0。 
一 个 下 的 扩张 已 称 为 三 的 有 限 扩张 ,如 果 存 在 有 限 个 wo … '， 
ws 使 得 F' 的 每 一 个 元 “都 能 表示 成 

必 一 btU1 十 -十 at， AE (GG=1,...,7), 

则 称 wi,… ,wa 是 "在 F 上 的 一 组 生成 系 ,如 果 同 时 wi ,zwor 
在 F 上 又 是 线性 无 关 的 ,那么 称 wi,'…, w。s 是 FF 在 F 上 的 一 组 
基底 . 

定理 6、 每 一 个 有 限 扩张 二 P 有 -组 "在 上 上 的 革 床 ， 
如 基底 由 ”个 元 组 成 ; 则 

CI)F jh n 二 1 个 元 在 F 上 不 是 无 关 的 ， 
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这 是 代数 让 妆 知 的 定 冲 ， 在 让 忆 里 我 们 对 是 有 理 数 域 的 情 
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形 给 出 证 明 . 
定理 7. 每 一 个 有 限 号 已 过 下 在 F 上 是 代数 的 ( 即 F' 的 


ss eo eo。 。 0。 + 8 
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“这 也 是 代数 中 郊 知 的 结 才 果 。 

定理 6 告诉 我 们 , F' 在 FF 上 的 基底 中 含 % 个 元 与 基底 的 选择 
无 关 , 故 有 下 述 定义 ， 

定义 ， 设 wi,……, ws, 是 F' 在 F 上 的 一 组 基底 , 称 *” 是 FF 在 
FF 上 的 次 数 , 记 为 《F'|F) 二 x。 这 与 前 面 定义 RC9) 的 次 数 是 
一 致 的 ). 
设 pc FC0), 8 二 6，p 中 ，，……,B'" 是 FF 上 的 苍 数 , 我们 


有 : : 

定义 ，FC8 中 ) 和 FCB) 称 为 F 上 的 共 罗 域 ,如 果 有 FC(8) 二 
FC8D) (一 1 2, #)， 则 称 FC8) 在 FF 上 是 正规 的 。  ， 

定理 8, 设 F”" 写 FF, (CF"|IF)=4g, (F'|IF)= nm, 
CE 一 mm 下 一 EC， 89， 。 8 是 上 的 巷 数 ，F' 一 
F(0), OD, “ss 0‘™ 是 是 F 上 的 共 轿 数 , 则 

(1) qm = 4., 

C2) 可 以 将 8%9，……， 分 成 mm 组 数 ,每 组 含 4 个 数 ,使 得 
每 组 的 了 个 数 丛 分 别 为 域 PCb7 上 的 共 填 数 Gi 二 17…， m)， 

证 .〈12 是 代数 中 熟知 的 结果 , 这 里 略 去 不 证 ， 现 证 (2), 由 
于 (FF"|F) 二 g, 故 5 满 足 系 数 在 F' 上 的 4 次 不 可 约 多 项 式 , 设 
为 1(x)， 再 设 19(x) = f(x)、 12(x),………， fx)，、f0Cx) 表示 
把 f(x) 的 每 一 个 系数 分 别 换 成 它们 在 F 上 的 第 i 个 巷 数 , 而 令 


?GD = Jo， 


g(x) 的 系数 是 90,… ,94m 的 对 称 多 项 式 ( 系 数 在 王 中 ), 故 (xc) 
的 系数 在 F 中 , 而 pG) 一 0，8p(z) 一 wz， 因此 85, 8" 
检 为 p(x) 的 全 部 根 ,又 因 共 圈 域 是 彼此 同 构 的 , 所 以 f(x) 在 域 
F(602) 上 不 可 约 .证 完 . 
定理 9. 设 F' 一 FC0), wi,…, ws 是 F' 在 F 上 的 一 组 基 


80 >， CijIwi (@ 1 二 1,***, n), Cl€ F, 
si 
“是 已 的 任 二 次元. 
ww 一 cl 十。 十 cotn CiE€ F(i=1,2,..*,n), 

则 有 - 

D1, cb 0 cn) 一 (一 1)* 工 《一 ol)， (4) 

i=1 

其 中 OC, C1 “9 cz) 为 行列 式 


- 0 1 天 1 
5 一 ? 。 ” 
1，。 i 二 1.。 


5 一 人， 


证 。 考虑 变量 X1s° ， Xn 的 线性 型 


f= XU 十 十 Xotns 


Ld Ld 1 
iw; 一 > XWwiWi; 一 > > XCiiIWw! 
j=1 


j=1 71=1 
3 Ld 
一 Dw 2 XiCijls 
i=1 j=1 
且 
> WwW! [2 cin — 94d| 一 0 (4 一 1， ,1), 


i=1 


故 有 行列 式 


iCijt 一 su = Pi, zx) = 0. C5) 


由 于 rwi 十 … 十 xows 是 一 个 根 ， 它 的 所 有 共 轿 也 是 5) 的 根 ， 
由 于 是 ”次 的 ,所 有 共 罗 数 不 相 同 , 故 令 z 一 co Ci 一 1,*…*，7)， 
便 得 到 了 (4)， 证 完 . 
推论 ， 如 4 是 F' 的 任 一 元 , 则 a 在 F 上 的 定义 多 项 式 
hI BCs cs co， 
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例 。0 是 #5 十 x 十 1 二 0 的 一 个 和 根 , 求 RC0) 中 的 数 一 6 十 四 
所 适合 的 方程 ,我 们 有 人 = 一 9 一 1， 故 


2 一 0 十 0 
a0 一 一 1 一 0 十 
co 人 一 一 1 一 20 一 2， 
—0 i 
—|—l1—l—~e 1 二 @ 十 208 十 5g 十 1 二 0， 
一 1 一 2 —l—¢e 
从 定理 9 还 可 以 推出 下 面 的 结果 : 


中 


设 “= 了 cw; 是 已 中 的 = 次 代数 数 ， 


i=1 


n 
da 一 > ， cijzcjs 
i=1 


NCa) = aoc = au， 


7(o) = am 十 .十 ol 一 > dii, 


因此 , 在 上 例 中 , 因 交 十 2x? 十 5x 十 1 是 不 可 约 的 ,0 是 三 
次 代数 数 , 故 ., 
NCG+0——1, TCF+0)=—12. 
从 下 节 开 始 , 如 无 特别 声明 , 均 芳 虑 有 理 数 域 R 的 代数 扩张 ， 


$ 3， R(6) 的 基底 和 整 底 


仍 考 虑 # 次 域 R(0), 即 9 是 一 个 # 次 代数 数 ,1,86,.……,0”! 为 
RC0) 的 一 组 基底 ,我们 有 

定理 1，RC0) 的 任 -一 蔡 康 中 记 含 数 的 个 数 都 等 于 

证 ， 设 a ,om 和 6 pw 为 R(0) 的 任意 两 组 基 ，, 
只 需 证 明 mm == m'， 否则 ,可 设 m 之 m”， 故 月 有理 数 oz 及 51 使 
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ail Atm’0 0 
| [2 Canp10 0 Pmr 
“1 0 
Cm . 
Adml amm’0 0 , 
0 
”和 
bl ” bim 
Bb 0 bm 
~ | | ........ 名 
Bm 一 Do01 Brmim : 
0 
。 0...0 ” 
: tn 
of \ 
0... 0 


此 处 Ca;;) 和 (6;) 都 是 m x m 阶 方 阵 , 于 是 得 


CI O1 
: |- Cmca ， } 
Om Om 
ms，，"*， 0m 是 线 柱 无 关 的 , 故 必 须 有 《aij)C6i) 一 了。 而 行列 式 
lail = 125| 一 0， 这 是 矛盾 结果 。 证 完 ， 
若 oo 及 Bl,，'……, 6 为 RC9) 的 两 组 基底 。 则 由 定 
义 , 易 知 有 有 理 数 at1 丢 1《 委 2 使 


oi 二 DP) anBe (1 委 ) 魏 2)， 
k=l 
且 行 列 式 
21-” "* dln| : 
es 天 0. 


[ajxl 一 


Cnt “nn 


定义 . 设 is, Cn 是 RC(0) 中 任意 ”个 数 , 称 


ctD ... oh 
人 (ol op) 一 | 
cf Cn) 
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为 ol, ……，o 的 判别 式 . 。 
定理 2， 济 别 起 有 下 天 性 质 : 
1) 和 (ms …， 0%) 为 有 再 数 ,特别 地 ,如 果 ms …。m 为 代 
数 整 数 , 则 人 Cam。 … os) 为 有 理 现 娄 . 


2) 如 果 wm，………，o 和 bp …，p。 为 RC(9) 的 两 组 数 , 适合 
a= Danpe (Ui), 
pep 
则 


人 (a, “*", oo 一 |aix| ?ACB, “""s pb,). 
3) 5 :or 为 RC0) 的 一 组 基底 的 充分 必要 条 件 是 


ACo, or) 天 0 . 
证 。12 因为 人 (Cm,…, oa) 可 表示 成 63,.… ,0 的 对 称 
多 项 式 , 故 结果 可 由 对 称 多 项 式 定 理 推 出 . 
2) 设 


-一 六 AGO， 一 Y DAD41 《1 和 1 委 n), 
= k= 
则 由 Chjx) 二 Cajr)C2ix) 知 


cg 一 > ajaBk) (1 j,iIEn), 


2 


故 
CD .. .BD 2 
人 (Ca, ”5 ou) 一 | ai 0 = ja 和 (8 , B,). 
Bb. ， -BE 
3》 因 为 : 
A 人 (1,0,...,0") = II (0 — HRY #0, 
1<j<ken 


由 2) 可 知 对 RC0) 的 任 一 组 基底 a,.… ,os 有 人 Ca1s… 0) FG, 
反之 , 若 人 和 人 (a, “**, oz) 天 0， 设 “ 


= D0 (Qi), 
R=L 
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则 
A(a…，o) = 152ACG 0, ++., 0"!). 
所 以 | 关 0。 客 能 以 wm1,… , ow。 表示 出 1; 0, … ,6 一 ， 即 
知 RC9) 中 任 一 数 可 经 a1，-… ,0, 唯一 表示 出 , 故 a1,:…, @ 是 
R(9) 的 一 组 基底 ， 证 完 ， 
定义. 设 mm，.…，, wm 为 RC0) 中 的 m 个 整数 , 若 RCO) 中 任 
一 整数 都 能 唯一 地 表示 为 如 下 形状 
C1801 十 十 dW ms 
其 中 ea, .…，ean 是 有 理 整 数 , 则 称 四，'…，wn 为 RC9) 中 的 一 
组 整 底 。 下 面 的 定理 说 明了 R(6) 中 整 底 的 存在 ， se 
定理 3，RC0) 中 的 基底 
其 中 诸 wl <j 也?) 和 加 到 且 使 | 人 Cwi,…, w,)| 之 值 最 
小 者 ,为 一 组 整 底 . 
证 。 易 知 存在 有 理 整数 g 六 0 使 40 为 整数 , 则 1, 40， 
《46) 一 全 为 整数 ,由 A(1, 96，.…，。 C0) ) zz 0 歼 知 有 全 为 可 
数 的 基底 存在 ， . 
”现在 设 在 所 有 以 整数 组 成 的 基底 中 使 | 人 Cw1，… , wa)| 之 
值 最 小 者 为 wi,:……, w。， 今 证 其 即 为 RC(9) 的 整 底 , 否则 ， 有 整 
数 必 存 在 ,使 


、 


w = QW 二 … 二 

其 中 a; 不 全 为 有 理 整数 ,不 妨 设 a 非 有 理 整数 , 设 4 一 g 十 1,& 

为 有 理 整 数 , 而 0 雪上 < 1, 则 | 
一 纪 一 8 细 一 1 十 lt 十 Aun 

也 为 整数 , 且 

Ag wa 一 大 AGwiy ,ws) 0, 

区 二 ,wi，*……， wa 也 是 RC0) 的 一 组 由 整数 构成 的 基底 ,但 
[人 (wi, W232 ,ta)| ~ | ACwi, ”3 wn)|, 

这 与 | 公 (wi，………, ws)| 取 最 小 值 矛 盾 ， 证 完 ， 
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由 此 定理 可 知 整 底 也 是 基底 ， 故 整 底 中 所 含 元 素 的 个 数 也 
为 2. : | | 
定理 4， 整 底 的 判别 式 相 等 . 


证 。 设 Wl“**> Wn 及 wi, ”5 Ww 均 为 整 底 , 故 有 
Wi 一 > RE Wi 一 > bw (li), 
k=1 k=1. 


其 中 ok 及 bj 均 为 有 理 整数 ， 由 此 可 得 |airl12i| = 1， 即 得 
|ax| 一 12 一 士 1, 故 由 定理 2 的 2) 得 证 ， | 
定义 ，RC9) 的 整 底 的 判别 式 称 为 域 RC6) 的 基数 , 常 以 人 来 
表示 . 
设 mm .…， 和 是 任意 二 个 整数 ,它们 在 整 底 w。.…，xw。 上 
的 表达 式 为 


= De Gi=1,..*,7), 


ci 是 有 理 整数 ， 因此 
A 人 CG ss) = el 
有 理 整 数 lab 册 1,… 7a 的 指标 。 又 当 习 是 一 个 #* 次 整数 时 ， 
我 们 称 1, 9?。，… :2 的 指标 为 7 的 指标 , 记 为 index ?。 
定理 5.、 设 ?7 …，? 是 RC9) 在 R 上 的 一 组 基底 ， 且 
Ws Ts 都 是 整数 ， 则 RCO) 中 任 一 个 整数 可 写成 如 下 的 形 
状 : 
-一 Xi 
这 里 x; (i 二 1,，…, wn) 是 有 理 整 数 . 
证 ， 因 为 ,7 是 一 组 基底 ， 我 们 有 


4 一 5 yn YIi€ER (一 1 ， “，77)， 
i=1 ~ ， 


at 一 2 ym R=1, +, 2), 


t=I 
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nD Do Dn 7 
士 7 /A 。。 “nF 
yi 一 一 一 一 一 一 。 
V AGb mr) (1) 


由 (1) 式 我 们 看 到 六 人 Cm …… ,ns) 是 一 个 整数 , 故 必 是 有 理 整 
数 , 而 设 Xi 二 yiACn, “3 uD 则 由 YA, “3 2 》 是 有 理 
整数 知 *; 也 是 有 理 整 数 ， 证 完 . 


$ 4. 整除 性 和 素数 


定义 。 设 a,8 为 二 代数 整数 , 若 存在 一 代数 整数 7 使 < 一 py， 
则 称 6 可 整除 &, 记 为 8]je, 否则 称 8 不 能 整除 w。 记 为 pta. 
由 整除 性 ,会 联想 到 代数 整数 的 因子 分 解 问题 ,以 后 我 们 仅 讨 
论 在 某 一 代数 数 域 RC8) 内 的 代数 整数 ( 常 简称 整数 ) 分 解 的 问题 . 
但 因 在 RC9) 中 的 单位 数 8 可 能 有 无 穷 多 个 ,这 样 任 一 整数 w 可 表 
示 为 e 一 semio。 故 其 分 解法 就 有 无 穷 多 种 ,为 了 除去 这 种 平凡 的 
因子 分 解 ,我 们 引进 : 
定义 ， 若 两 个 整数 ，8 仅 相差 一 单位 数 因子 , 则 称 “与 8 为 
相 结合 的 ， 
定义 ， 对 于 非 单 位 数 的 整数 w, 若 有 RC0) 中 的 整数 p。y，, 均 
非 单位 数 , 且 使 
| = PY, 
则 称 & 在 RC0) 中 可 分 解 。 否 则 称 .oc 为 RCO) 中 的 不 可 分 数 或 素 
数 . 
定理 。 RC0) 中 任 一 - 非 单位 数 的 整数 可 分 解 为 素数 的 乘积 
证 . 若 “ 是 素数 ， 自 不 需 证 明 . 如 果 
44 一 bp7， 
而 8, y 均 非 单 位 数 , 则 得 
INCo1 = INCP INCY)], 
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由 于 8,.7 均 非 单位 数 , 故 自 然 数 |NCB8)|，|NCY)| 为 | NCo)| 的 真 
因数 , 即 

JINCol > jwC6)1 > 1， 1NCwl > [INCy)l > 1 
故 可 以 对 |NCa)| 用 归纳 法 证 明之 . 证 完 。 

如 果 相 结合 的 因数 看 成 相同 的 ， 那 么 整数 的 分 解 是 否 唯一 
呢 。 下 面 的 例子 告诉 我 们 ,即使 在 二 次 域 里 ,唯一 分 解 定 理 也 不 普 
遍 成 立 ， 

例 ， 在 RCV 一 5 ) 中 唯一 分 解 定理 不 成 立 ， 由 于 有 

6 一 2.3 一 (1 +W 一 5)C1 一 V 一 5 习 ， 
这 里 2, 3，1 + WV 二 5,，1 一 MVM 一 5 最 然 都 是 整数 ,以 后 将 看 到 它 
们 都 是 RCV 一 5) 中 的 素数 ， 且 因 |NC2)| = 4, |NG)| = 
INCI 土 V 二 5)| = 6, 故 2,3 不 与 1 十 W 二 5 或 1 一 人 一 5 相 结 
合 ,可 知 在 RCV 一 5 ) 中 唯一 分 解 定理 不 成 立 。 


$5. 理想 数 , 同 余 


定义 ， 设 RC6) 为 一 二 次 代数 数 域 , mm, …， os 为 RC0) 内 任 
意 给 定 的 4 个 整数 , 称 所 有 形 为 ， 

ao 十 … 十 mo，Ch 2 为 RC) 中 的 整数 ) (1) 
的 整数 所 成 的 集合 为 由 m, -…，。os 生成 的 理想 数 ,并 以 [ec …， 
oj] 记 之 ,以 后 常用 大 写字 母 4, B ,C,… :来 表示 理想 数 ， 由 一 个 
整数 a 所 生成 的 理想 数 [c], 称 之 为 主 理想 数 ， 

由 0 生成 的 理想 数 [0] 叫 作 零 理想 数 ,以 后 讨论 的 理想 数 都 假 
定 是 非 零 理想 数 . 

主 理想 数 [1] 实 际 上 就 是 RC9) 中 全 体 整数 的 集合 , 称 为 单位 
理想 数 ,并 以 表示 之 , 

以 下 ,我们 给 出 有 关 理 起 数 的 相等 . 相 肖 .因数 . 素 理想 等 各 种 
定义 ,并 列 出 类 似 有 理 整 数 情形 的 若干 定理 ,最 后 得 到 重要 的 理想 
数 的 唯一 分 解 定 理 。 但 为 节省 篇 幅 , 其 证 明 过 程 就 不 在 此 一 一 给 
出 了 。 
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定义 .4 一 [os oa] 及 也 一 [pp8.] 为 RO) 上 
的 二 理想 数 ,如 果 4 中 每 一 整数 均 在 8 中 ,而 中 每 一 整数 也 均 在 
《4 中 时 , 则 称 它们 相等 ,并 记 为 4 = 8B. 

定义 . 设 4 二 [ms……, og]，B 一 [B81,……, B,1]， 我 们 称 理 
想 数 【B81 *，。 onB,s 6B1s ,oops CaB1s “, CaB,] 为 4 


入 的 乘积 , 记 为 48. 
容易 验证 ,乘积 48 不 依赖 于 4 和 8B 的 表示 法 ， 即 如 果 
4 一 [a, “* “，oz] 一 [ut， 人 *, 0], 


B=[P,...,p,]= [8,..., bl], 
则 有 
{ e161, "Bs, CabB1ls cap,] 
= [opi, ,bs bi ip] 
理想 数 的 乘法 满足 交换 律 和 结合 律 也 不 难 验证 . 
由 于 E4 一 4 已 一 4 故 间 位 理想 数 起 着 美 似 有 理 整 数 


”的 作用 ， 


定义 . 设 4,B 是 两 个 理想 数 ,如 果 存在 理想 数 C 使 得 
A=BC, 
则 称 B 可 整除 4, 记 为 B14, 并 称 B 为 4 的 因子 . 
定理 1. 对 于 任 一 理想 数 4， 一 定 能 找到 一 个 理想 数 了 ， 使 


48B 一 [z]，4 是 一 个 正 有 理 整 数 . 

定理 2, 如 果 AB = AC, 则 有 38 = C。 

定理 3，418 的 这 分 学 要 条 件 兴 了 中 每 二 个 数 均 在 4 中 ， 即 
BCEA. ~ 

定义 ， 如 果 一 个 理想 数 的 因 于 只 有 和 本 身 ， 则 称 为 素 理想 
数 ,常用 P 记 之 . - 


定理 4， 任 给 仙人 


® 0 0 © eo » 


© © © 0 0® © Se 


| DD 四 DB 
2) 如 末 4 D, 8， 则 了 
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容易 验证 ,D 一 [oa，……，os Pl，*…, Br]， 它 就 称 为 4 和 B 
的 最 大 公 因 数 , 记 为 (4, 8) = 二 D. 如 果 (4, 8B) = EE， .出 称 A, 
了 3 互 素 , 

定理 5， 如 果 P 为 一 _ 来 理想 数 ， 且 PIA48B, Pt4, 则 P1B. 

定理 6， 任何 理想 数 5 有 有 限 个 不 同 的 多 


® 0 8 S 0 0 s o o 0 @ 0 0 8 a 
eo ee * ee 


”和 有 理 整 数 类 似 ， 我 们 将 讨论 理想 数 的 同 余 关系 。 在 讨论 同 
余 之 前 , 先 讨论 理想 数 的 基底 . 
设 4 是 4 次 代数 数 域 RCO) 的 一 个 理想 数 ,我 们 有 
定理 8， 存在 4 中 的 ”个 数 m,…，w, 使 得 4 的 每 一 个 数 人 
够 唯一 地 表示 成 
: ko 十 + Ruts, (2) 
证 . 由 于 存在 正 有 理 整数 。 和 理想 数 8, 使 
| AB = [la], . 
因此 awi,-…, aw， 都 在 4 中 ,这 里 wi,…，', ws 是 R(0) 的 一 组 
” 整 底 , 设 a 是 最 小 的 正 有 理 整数 ,使 得 
Cl1 二 AAW! . 
在 4 中 ,因为 4 包含 anw 和 away 则 包含 fat 十 如 vt， 和 是 
任 给 的 有 理 整 数 , 设 a 是 最 小 的 正 有 理 整 数 使 得 
o2 = qawi 十 anw2 
在 4 中 ,同样 地 对 于 i 一 3，.…，>， 设 
0 一 Anwi TT aiitis 
这 里 arr sais 是 有 理 整数 , 明 a;; 是 最 小 的 正 整 数 使 得 mw 在 4 
中 ,下 面 证 明 w,，… ,ca。 就 是 所 要 求 的 4 的 一 组 基底 . 
设 ce 4, 故 有 有 理 整数 c1,.… ,cs 使 
& 一 CU 十， 十 cozlrs 


则 对 任意 的 整数 <，w 一 cos 在 4 中 ,因为 cs 之 asn。 用 带 余 除 法 
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得 


0 委 ca 一 a | | < dnns 


Un 


人 


nn 


| 经 we。 …，w。 表示 出 时 ,w, 的 系数 为 零 , 即 有 


gO— [和 | CQ， 一 dw 十 …: 十 ds nl 


Unn 


”继续 讨论 下 去 可 得 


4 一 [全 | 十 | dn | ol 十 .… 十 | ol3 
dnn Mn—l»> n—l - 


这 就 证 明了 4 中 任 一 。 可 表示 为 《2》 的 形状 . 其 表示 法 的 唯一 
性 ,是 因为 
Ca; oo 一 aliag 22 人 Cuwl un) 天 0， 
从 而 可 知 wu .…，w 实际 上 也 是 _R(6) 的 一 组 基底 ， 证 完 . 
由 这 个 定理 的 证 明 可 知 ,存在 R(9) 的 一 组 基底 , 它 同 时 也 是 
4 的 基底 ， 由 此 可 知 4 的 任何 一 组 基底 一 定 也 是 RC9) 的 一 组 基 
底 .而 且 不 难 验证 , 4 的 任何 两 组 基底 的 判别 式 必 相等 。 今后 以 
全 (4) 表示 理想 数 4 的 基底 的 判别 式 ， 
这 个 定理 的 证 明 还 告诉 我 们 存在 4 的 一 组 基底 w……， oo 具 
”有 如 下 的 形状 : 
01 一 011201> 
@2 一 anwi 十 anw, - 《37 
oo 一 0alt1 十 dn2w2 十 十 dnn tn 
进一步 有 如 下 定理 : | 
定理 3。RC0) 上 的 任 一 个 理想 数 4 存在 一 组 形状 如 (32 的 基 


中 


底 Ci “> 0n> 且 可 要 求 有 理 整 数 Ci 满足 


0 a aj (1 i<i<n), 
证 。 显然 ,对 于 7 关 i 和 任意 有 理 整 数 %， 
7 Os Ss Oils Os — Ro;, Gitls ***, On 


“132。 


仍 是 4 的 一 组 基底 ， 于 是 m 可 以 减 去 oi 的 一 个 适当 的 倍数 ,使 
得 ws 的 系数 小 于 as- 而 同时 并 不 改变 wv 的 系数 。 类 似 
的 , 可 以 继续 减 去 6 的 一 个 适当 的 倍数 ，,…, 减 去 a 的 一 个 适 
当 的 倍数 。 这样 得 到 一 组 新 的 基底 

Os nl oo 一 Owl 十 十 nt 十 nnn 

Oa Ta (一 1, 7 一 1)， 

然后 再 对 w-:“`…， 作 类 似 的 处 理 ， 便 得 到 所 需 的 基底 ， 证 
完 ， . 
定理 9 给 出 的 基底 称 为 4 的 标准 基底 . 
现 考虑 同 余 关 系 . 
如 果 41[c], 以 后 简 记 为 41e, 即 表示 在 4 中 。 
定义 ， 设 ,8 是 RC6) 中 的 整数 ，4 1a 一 8， 则 称 o 和 8 对 
模 4 同 余 。 记 为 


2 


«= pF (mod A), 
根据 这 一 同 余 关 系 ,可 以 将 域 R(9) 中 的 全 体 整 数 分 类 , 使 凡 
属于 同一 类 的 数 对 模 了 互相 同 余 ， 而 属于 不 同类 的 数 对 模 4 不同 


余 ， 称 这 样 的 类 为 4 的 剩余 类 ， 并 以 NCA4) 来 记 不 同 的 剩余 类 的 
个 数 ，NC4) 也 叫 理想 数 4 的 虐 或 范 数 . 
定理 10， 设 wo …… ,ws 为 RC0) 的 -组 鳌 床 ,而 am ……， os 


则 NGC) = 1jol. 
证 .因为 数值 上 jaz|j 与 4 的 基底 的 选择 无 关 , 故 可 取 wmw,……， 
0 为 4 的 标准 基底 。R(6) 中 任 一 整数 c 一 wwr 十 …… 十 owny 
久 。……，。b。 是 有 理 整 数 , 可 以 减 去 co 的 适当 倍数 ,以 及 ow 的 适 
当 倍 数 等 等 ,使 
Ca 二 二 dva (mod A), 0 Ea 一 ai 
(i = 1, 2, .+, 1), , 
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而 形 如 ait 十 …' + ant 0 和 ai 之 qi (一 1,.…s7) 的 整 
数 共 有 auaw… ao 一 | jx] 个 ， 且 其 中 任意 两 个 模 4 不同 余 . 
因 如 不 然 的 话 , 设 其 中 两 个 对 模 4 同 余 , 则 有 
qu ta Saw 十 十 qswr (mod A). 
因 两 端 对 应 系数 不 全 相同 , 故 可 设 
ln 一 .ls okt = oti > ao C0 EREn—1), 
则 
(ai 一 it 十 … 十 (es 一 ai hk = 0 Cmod A), 

.而 0 ask— ark < Ankmks 这 与 Op 的 选择 蔬 盾 .证 完 
”推论 1， 设 公 为 域 RC(0) 的 基数 ， 人 CA) 为 4 的 基底 的 判别 
式 , 则 图 
人 和 人 (4) = NCA)PFA. 

推论 2， 对 于 主 理想 数 [c] 的 距 NG[c]j7, 有 

N([a]) 一 |NCo) |， 

此 由 ax …… ,ews 为 Tc] 的 基底 和 推论 1 即 可 推出 。 

关于 素 理想 数 ,我 们 有 : 

定理 11， 若 为 一 来 理想 数 , Pla。c 是 RC6) 中 任 一 整数 ， 
则 有 
: NP = 1 (mod py 
证 ， 设 0, m1，*'* ,xw(p)-1 是 模 P 剩余 类 的 代表 , 则 0，cozi， 
。… 。owrwtp-! 也 是 各 类 的 代表 ,因此 


CNCP) 一 Imr 1 


故 得 定理 ， 证 完 . 


“XN(P)1 = 了 “ "HN(P)-1 (mod Pp), 


证， 已 知 必 有 有 音 正 整数 2 汪 了 使 Pz， 放 必 有 有 有 理 来 
pla, 使 Plps 如 果 有 正 有 理 整数 二 ps 且 Pl6, 则 (Cps5) 一 1 在 
P 中 ,于 是 有 [1] 二 P, 这 是 不 可 能 的 ， 故 和 是 忆 中 最 小 的 应 有 理 
整数 ， 证 完 . 

定理 13、 NC4B) = NCAONCB). 
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$ 6. 二 次 域 RCVm) 


我 们 已 经 证 明了 如 果 w 过 所 有 不 等 于 1 的 无 平方 因子 的 整数 ， 
则 RCV mm) 经 过 所 有 的 二 次 域 。 现在 我 们 就 前 面 各 节 所 引入 的 
种 种 定义 和 结果 ,在 二 次 域 RCV m) 上 作 更 具体 更 深入 的 讨论 ，. 

1. 二 次 域 的 整数 和 整 底 

二 次 域 RCV m ) 的 任 一 数 均 能 表示 为 


4 十 Wm . : (1) 
2 
其 中 a, 4b 为 有 理 数 ,0 的 迹 与 范 数 各 为 
T(0) = 4, 0 2) 


ee oo 0 OS ss © 9 


(1) 式 中 ， 4a, 都 是 有 理 整数 ， 且 适 合 
a = b (mod 2), 当 m 二 1 (mod4) 时 。 
4 = b= 0 (mod?2), 当 m = 2, 3 Cmod 4) 时 . 
因 在 二 次 域 中 , % 为 整数 的 充分 必要 条 件 是 (2) 中 T(c)， 
Na) 车 为 有 天 只 故 如 果 a, 上 为 有 理 整 数 且 (32 成 立 ， 则 c 
为 整数 , 


反之 ,如 果 为 整数 , 则 4 及 全 一 2* jt, 于 是 
2 > 22 一 bim 
Pm = a? 4 (一 二 ) 


也 是 整数 , 但 m 为 无 平方 因 于 的 有 理 整 数 , 故 5 必须 为 有 理 整 数 ， 
又 由 


C3) 


| a? 一 bm = 0 Cmod 4), 
易 知 (3) 成立， 证 完 ， 
定理 2. 设 
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| Ym 当 m 宇 1(Cmod4) 时 ， 
4m, Vm 当 m 三 2， 3 (mod 4) 时 . 


1, AAA 
证 , 加 三 1 Cmod4) 时 ，1 tm 为 整数 , 且 
apiVm a—b + ot Yr", 
了 


2 


而 三 2, 3 (mod4) 时 , Vm 为 整数 , 且 
atBVmo 4 bYVm, 
2 2 2 


故 1,w 是 一 组 整 底 , 又 


1 


1 
Vm 一 W 7 


一 4m,， 


1 1 
1+MVm1i—Vm|l=m, 
2 2 


1 1 
A+VA 入 一 VA 和 A 
2 2 


而 1, 全 + 人 是 整数 , 故 可 推出 它 也 是 整 底 ， 证 完 ， 


一 人 ， 


现在 可 以 证 明 $ 4 中 最 后 的 例子 中 2。3。1 土 V 一 5 都 是 
RCV 二 5) 的 素数 ， 设 2 在 _RCV 一 5) 中 可 分 解 为 2 一 op， 
wol>1，1NC8)| >1, 记 =a 十 bY 一 5, 4a,b 是 有 理 整 
数 , 则 NCo) 一 叶 十 5 一 2， 此 乃 不 可 能 同 理 可 证 3, 1 + V 一 5 
也 是 素数 。 
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2. 二 次 域 的 单位 数 
设 a 一 x 十 yw 是 RCV mm) 的 代数 整数 , 则 6 是 单位 数 的 还 
分 必要 条 件 是 
NC# + yw) = 土 1， 
所 以 只 要 求 出 适合 上 式 的 全 部 有 理 整 数 对 (x1y)， 就 得 到 了 
RCY 灾 2 的 所 有 单位 
NGr 十 yi) 一 人 十 yi + yw') 
y \? 2 . 
(e+ 二) 一 条 mr 当 mm 三 1 (mod 4) 时 ， 


2 一 yim, 当 mm 三 2,3 (mod4) 时 。 


故 在 m < 0 时 , RCV m ) 中 只 有 有 限 个 单位 数 ， 可 设 m 二 一 d， 
ad > 0. 

当 m 三 2,3 (mod4) 时 , 则 4 三 1,2(《mod4), 在 4>>1 时 ， 

x 十 yd 二 土 1 ~ 

仅 有 解 x = 土 1,y 一 0, 此 时 只 有 单位 数 土 1; 而 在 4 一 1 时 , 通 
过 对 上 式 求 解 ,得 到 四 个 单位 数 为 士 1， 土 i. 

当 m 二 1(《mod4) 时 , 则 “=3(mod4)， 在 4>>3 时 ， 

(2x 十 ?77 十 2 一 1 国 

仅 有 解 x 一 土 1,y 一 0, 即 只 有 单位 数 士 1, 而 在 4 一 3 时 , 易 知 


有 六 个 单位 数 土 1,。 土 Lt+ VM 一 3, + 1 一 V 一 3， 
2 2 


在 m 之 0 的 情形 ,此 时 不 定 方程 
(2x 十 ?一 7 一 土 4， 
Aym 一 土 1 
均 有 无 穷 多 个 解 ， 可 以 证 明 RCV m ) 中 存在 一 个 单位 数 7， 使 凡 
RC Vm ) 的 单位 数 皆 可 表示 为 
士 (z= 0,+l1, 士 2; …') 
的 形式 。 此 时 3 称 为 域 RCV mm ) 的 基本 单位 数 ， 
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3. 一 次 域 上 理想 数 的 标准 基底 四 
“由 $5 定理 9 可 知 ,如 果 1,w 为 RCV m ) 的 一 组 整 底 , 则 存在 
-站 理 整数 4a, 5,。 满足 
c>0, 0&6< a, 
使 
CC b+ew (4) 
构成 RCV7 m) 上 理想 数 4 的 一 组 标准 基底 ， 
定理 3， 在 C4) 式 中 cla, cj. 
证 。 由 于 sw 在 4 中 : 故 存在 有 理 整数 *,? 使 
aw = xa + yb + cw). 
由 此 可 得 a 一 yc, 故 clas 又 xz 二 3) 一 0 ?和 0， 故 xc 十 
5 一 0， 则 “|5 证 完 : 
故 理想 数 4 的 标准 基底 (4) 可 进一步 改写 为 
cy, vi+w) (ec>0,0<v < y). (5) 
定理 4 (5) 式 中 y|NCe 十 w). 
证 。 由 于 clv 十 wj)w 在 4 中 : 故 存在 有 理 整 数 /, > 使 
cw iw)w = ley ncly tt w), 


| cCv+w)w = —e (Cv+ wtw FFw tw vt we 
NOs 十 w) 
3 


a = 一， 


cy 十 (zy 十 TCmw))Cz we, 


故 "|NCy 十 w)。 证 完 ， 
推论 。(5) 式 中 )。” 适合 
{2 十 1X》Cmod4y)， 若 m 二 1 (mod4)， 
三 (2v) Cmod 4y), 若 mm 圭 2,3 (mod 4), 
4. 二 次 域 中 [p] 的 分 解 
设 ? 是 一 有 理 素 数 ,现在 讨论 RCV m) 上 主 理想 数 [p] 的 分 
解 . 
为 此 , 先 引 入 Kronecker 符号 . 
定义 .。 设 4 三 0 或 1(mod4) 且 非 平方 数 。% > 0。Kronecker 
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2 ) 本 
一 一 0。 d; 
(4 若 p| 


(2) =| 1。 车 d 寺 1 (mod 8)， 


2 一 J]。 若 4 硅 5 (mod 8)， 
本 一 Legendre 符号 (bp 是 奇 素数 ,pta)。 
= I P: 为 素数 , 则 


d 下 Ta 
(4)= (2). 
现在 讨论 [p1 的 分 解 。 因 为 
NCAB) = NCAONCB), 
故 RCV m) 上 [z] 的 分 解 显然 只 有 下 面 三 种 可 能 : 
(1) [pl =P, NCP) 一 p’, 
(2) Ipl=PO, PA#0, N(P)— N(O)=p. 
C3) [p] =P, N(P)=p. 
这 里 P, 9 均 表 示 RCV m) 中 的 素 理想 数 . 


定理 5， 情形 C1)，C2), (3) 的 成 立 , 当 县 仅 当 (会 ) = 一 1， 
二 1, 0, 此 处 人 为 RCV m) 的 基数 ， (S) 为 Kronecker 符号 ”> 


. 设 Pl[p]，NCP) 二 p， 即 (2), C3) 两 种 情形 时 ， 设 cy， 
ee 十 ) 为 素 理 想 数 P 的 标准 基底 , 则 
N(P) = 一 < = p. 
故 c 二 1,y 一 p， 又 因 
A= {2 ed tp, 当 mm 三 = 1 (mod 4) 时 ， 
(2v) (mod 4p), 当 mm 三 2,3 (mod 4) 时 ， 


1> 容易 验证 A=s:0 或 1(mod47, 昌 人 非 平 方 数 。 
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所 以 得 到 (会 ) =1 或 0. 
反之 ,次 ( 合 ) -1 或 0 先 关 厂 p 沁 2 的 情形 
1) 如 果 ($)=1, 则 存在 a, pfa, 使 A 二 aXmodp), 于 是 


[psa + VAlp,a—VA] 
= [22 pla + VA), pha 一 WA)， 2 一 
=[p] [7,4 + VA,a —VA, = 人 | 


= [p] [esat YA, 24a, 2 二 全， 1| = [pl], 


又 
[pa + VAa]z [pz 一 WA 入 ]， 
不 然 有 
[2 +WA1= [pa 一 VAI] 
= [p,24,4 + VAl= [1], 
此 乃 不 可 能 。 而 且 [p。 a+ V 公 ] 闪 [1]; 否则 有 
[pe+TVAI=[Ioa 一 VA1=T]， 


2) 如 果 ( 会 ) = 0。 则 p1 人 ,于 是 
[ps V AY = [p's pV A, A] = tp]|psv ,人 |. 


而 A ~ w 或 4m。 ”六 2。mm 无 平方 因 于 , 故 (2 会 ) 一 1, 所 以 
[p] = [ps V AY. 
其 次 ,考虑 p 一 2 的 情形 ， 因 为 ( 今 ) * 一 1 故 必须 = 


2, 3 (mod 4) 或 mw 三 1 (mod 4), 和 作 二 m, 后 者 推出 m= 1 Cmod8), 
与 前 面 一 样 ,可 证 : 


3) 当 和 二 2(Cnod47 时 ， , (A 仿 )=0, 而 [21 一 [2,W mY; 
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YN 


4) 当 m 圭 3 (mod4) 时 , 仍 有 ($) 一 0， 而 


[2,1 十 Wm] 二 [4,2 二 2V 克 ,1 二 2 页 十 六 ] 
一 [4,2 二 2wWVm,m 一 1] 


= [21|2, 1+Vm, 3 1| 一 [2]; 


5) 当 mm 三 1Cmod8) 时 ，( 会 ) = 1。 此 时 
[| 
= [2]|;, 1 t+Vm, 1—Vm1—n| 
“ 2 8 


”2 
= 22, t+ 1 ”| = [2], 


而 21?| 尖 [va 且 [2 z [1]， 


此 时 [21 分 解 为 二 个 不 同 的 素 理想 数 的 乘积 。 证 完 ， 
5. 欧 氏 域 
定义 如果 对 RCV mm) 中 任意 二 个 整数 59C3 天 0), 存在 整 
数 < 与 1, 使 
“一 6 十 1， INC)| 一 1NC7D)|， C6). 
则 该 域 称 为 欧 几 里 得 域 ,简称 欧 氏 域 . 
显然 ;下面 的 定义 与 之 等 价 . 
” 定义， 若 对 RCV m) 中 任意 一 数 5, 必 存在 一 整数 上 使 
[ING6 一 所 一 1， (7) 
则 RCV m) 称 为 欧 氏 域 . 
如 果 RCV mm ) 为 欧 氏 域 , 则 REV m) 中 整数 的 唯一 分 解 定理 
成 立 ， 即 有 下 面 定理 . 
定理 6，RCV mm ) 为 欧 氏 域 。 以 mm。 才 表 示 RCV mw) 中 的 素 ， 
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数 . 设 < 是 RCV m) 中 的 任 一 整数 , |NCo)| > 1， 
0 = A 1 站 《7 之 1 虐 ， oy 
则 有 + = ss 具 可 适当 调整 次 序 ,使 是 的 结合 数 Gi 一 1， 
2). 
由 于 (6) 成 立 ， 完 全 可 以 仿照 有 理 整数 的 唯一 分 解 定理 的 证 
- 明 步 又 来 证 明 。 
定理 7， 仅 有 五 个 二 次 虚 欧 氏 域 , 即 


RCV—1), RCV —2), RCV —3), RCV —7), RCV —11). 
证 ，1) 若 m 尘 2,3 (mod 4)， 取 5 一 :十 sy mm， k= 二 x 十 
yV ms 则 (C7) 式 变 为 对 任意 一 对 有 理 数 :, s 存在 有 理 整 数 x,Y 使 
|G—x7— mG — yi <1, C8) 


着 取 t 一 :一 之 ， 则 由 C8) 可 得 


六 + lm 二 < [IG— #7 — mG —y| < 1, 


故 jm] 二 3, 凤 mw 二 一 1， 一 2, | 

现 设 mn 二 一 1， 一 2, 因为 对 任何 有 理 数 1, ;， 恒 有 有 理 整 数 
+*，》 使 
:#1<3， 1 一 让 < 去 


故 


1 


1G 一 闻 一 mw 一 2 入 本 + 7 二 二 |， 


所 以 RCV 一 1), RCY 一 2) 为 欧 氏 域 ， 
2) 若 mw 二 1Cmod4)， 取 
56 一 :二 sxV mm， 一 xz 十 二 JI 十 V mm)， 
利用 (7) 得 


-下 
:一 zx 一 一 y] 一 一 一 <l1 
人 ” 十 27 " 
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NT 


1 次 
取 :一 :一 本 ， 则 得 


1 2 1 31 
二 + 二 | 一 zx 一 二 外 一 以 :一 二 引 < 
故 Im| < 15。 所 以 当 风 1 (mod4)》 时 ， 仅 可 能 有 三 个 虚 欧 氏 
域 RCV 一 3), RCV 一 7), RCV 一 11)， 
因为 对 任何 有 理 数 1 ss 总 有 有 理 整 数 +, y, 使 


1 1 1 
I23—y| < 1 一 * 一 士 y| 志士 ， 


于 是 , 当 m= 二 一 3, 一 7, 一 11 时 ， 
2 2 
= 一 二 人 一 (一 二 中 | < 二 + + 志 [m|< 芝 <1 


4 
这 表明 m = 一 3 一 7， 一 11 时 , RCV mm) 是 欧 氏 域 ,证 完 . 

定理 8， 欧 医 域 RCV m ) 的 素数 整除 唯一 的 一 个 有 理 素数 
p. 

证 ， 由 于 x|N(x) 一 aw ,x||NCx)]， 故 存在 有 理 正 整 数 被 
x 整除 ， 设 > 是 被 = 整除 的 最 小 有 理 正 整数 ， 则 z 必定 是 一 个 有 
理 素数 p。 否则 , 设 2 一 S122, 1 = Bls 22 E> 则 有 x|21 或 x] >， 
这 均 与 z 的 假设 矛盾 . 

， 如 果 还 有 素数 p' 到 p，x|p'， 则 由 (pp 一 1 得 到 xj1， 

这 是 不 可 能 的 ， 证 完 . 

定理 9， 欧 氏 域 RC) 的 素数 是 

D 1 十， 和 官 的 结合 数 


3) 有 对 素数 pCp = nD) 让 
atbi, Nlat bi)=p, 

证 ， 没 ==x 十 娘 ， 则 由 定理 8 知 存在 唯一 的 有 理 素数 忆 使 
zjp。 设 双 二 p。 则 "NCx)NC2) 一 刀 。 故 或 者 NC1) = 1， 此 时 
是 一 个 单位 数 ,是 一 个 的 结合 数 ;或 者 NGz) 二 十 仿 一 p. 
如 p 一 2, 则 a 一 5b = 1, 故 1+i 和 它 的 结合 数 是 RCi) 的 素数 。 
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1) 已 证 明 。 如 果 p= 三 3 (mod4), 则 避 十 如 一 p 不 可 能 ， 放 
p = 3 (mod 4) 和 它 的 结合 数 是 RG) 的 素数 ，2) 已 证 明 ， 如 果 
,二 1Cmod4), 则 (二 |) ~ 1 故 存在 有 理 整数 x, 使 jj 二 十 1 一 


(x 十 D(x 一 让， 此 时 , 显然 ?不 是 素数 。 否则 ， 有 pz 十 :或 
plx 一 is 易 知 这 两 种 情形 均 不 可 能 ， 故 p = zh, 这 里 x 二 4a 十 6bi， 
4 二 a 一 5i, 且 N(x) 一 2 十 如 这 就 证 明了 37 证 完 。 


$ 7. 属于 不 同 域 的 理想 数 


设 f= RC(0), F' 一 RC0') 是 RR 的 两 个 扩 域 , 且 满 足 FCF'， 
现在 考虑 Ff 中 的 整数 m，'…, og 在 F 中 生成 的 理想 数 4 一 
fo .oslr 和 在 F' 中 生成 的 理想 数 4 = 二 [m1,*……, ol 之 间 
的 关系 . 

定理 1, A= [om,'**, lr = A'NF. 

证 ， 设 cE 4, 显然 有 a€ 4', a€E FF, 故 w€ 4'NF. 

反之 , 设 x€E A4 和 we€EF, 则 


eo= Do, WEFCI=1,...,g), 
j=1 
假如 CF'IF) = 二 wm, 则 
0 = 2, MPa 位 一 1 mm), . (C1) 


| 这 里 4 由 表示 在 上 的 第 i 个 共 罗 Gi = l,m; I=1,. …， 
gq). | 
把 (1 中 的 mw 个 式 子 的 两 端 各 自 相 胶 得 


4 


mm ; 
”= |] 2 46 = > 
i=1 | 


j=1 dha cm 
应 用 对 称 多 项 式 定理 知 数 六 me 『, 因此 
om€ A™. 


由 A™io”, 可 推出 Ale, 即 wk 4. 证 完 ， 
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定理 2 设 站 F 人 由 人 有数 gp 
B,。 如 果 


[ai， "s,s Qa J 一 [6， ”3 Bb, Je, 
则 


[oi, "“"", oa lr, 一 [2 ， ”” ”> blr.. 


”证 。 考虑 一 个 公共 扩 域 ', 它 包含 F 也 包含 Fi, 则 有 
[es + +, oalr’ = [Bis + , Blr'. 
由 定理 1 知道 有 
[wo oa) = [os , 0a)’ Fs 
[Bs :+ ,pb,lr = [Bi, :Bef RF, 
故 [as………， oa lz, 一 [bp .…， Pp, ls,. 证 完 . 

于 是 我 们 可 以 定义 在 不 同 的 两 个 域 中 理想 数 的 相等 , 

设 理想 数 4 一 [co “> Ca le 和 理想 数 4 一 [8;, ， Br lz, 
分 别 是 F 和 Fl 的 两 个 理想 数 . 如 果 存 在 域 F ，PF 全 下 ，F 二 Pi， 
使 得 

[co alr’ = [Bs pb] 
则 我 们 称 4 和 41 相等 ,并 记 为 4 = 41. . 

同样 地 ， 我 们 可 以 定义 属于 不 同 域 的 两 个 理想 数 的 乘积 和 最 
大 公 因 数 ， . 

设 4 一 [os oslr， 刀 一 [6 ,bl FF, 
F' Ri， 则 我 们 定义 . | 

Lops ， obss oap + +, ogps Je 
和 
[os oo oo Bis ***, Br le 
分 别 为 4 和 B 的 箭 积 与 4 和 8B 的 最 大 公 因 数 ， 并 记 为 AB 和 (4， 
B). | 

不 难 证 明 以 上 定义 均 与 扩 域 F' 的 选择 无 关 ， 

下 面 ,我 们 再 引进 理想 数 的 共 轿 和 它们 的 乘积 的 概念 ， 

定义 . 设 F = R(9) 是 一 个 4 次 扩 域 ，4 一 [ms*…, cajp 
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是 的 一 个 理想 数 . 把 4 中 的 每 一 个 数 换 成 它 的 第 i 个 共 斩 数 所 
成 的 集 是 fF? 一 F(62) 的 -- 个 理想 数 ， 叫 4 的 第 ;个 共 生 理 想 
数 ， 记 为 ”46G; = 1,…, wn)， 所 有 共 思 g 理 想 数 的 乘积 ，。 记 为 
nC4) = 49.….4002。 如 果 F = RC(9) 是 R 上 的 正规 扩 域 , 则 有 
nCA) = [NCA)]. 


$ 8. 素 理想 数 的 一 些 性 质 


本 节 考虑 F 一 2 的 素 理 想 数 了 的 一 些 性 质 . 


尝 素 数 且 lp。， 7 入 的 次 歼 ，，。 

和 证。 显然 模 忆 剩余 类 对 模 忆 的 加 法 和 乘法 组 成 一 个 有 单位 元 
的 交换 环 。 因为 由 op 三 0 (modP) 可 以 推出 a 三 0 (modP) 或 
68=0 (mod P)。 故 这 个 环 是 整 环 ， 因 为 模 P 的 剩余 类 的 个 数 NCP) 
有 限 , 所 以 构成 一 个 有 限 域 。 设 这 个 域 的 特征 是 素数 p， 则 


N(P) = pi, 
又 因为 
PINCP) 一 p's 
故 
Pip. 
证 完 . 


定理 2， 设 是 一 个 来 理想 数 , 则 RC9) 中 的 全 体 剖 数 若 P 的 
利 休 类 组 万 的 有 限 地 中 ,存在 一个 阶 为 NCP) 一 1 的 元 P, 县 对 全 
一 整数 % 有 
CN = wa (mod P), 
”这 是 有 限 域 中 一 个 熬 知 的 结 吉 果 。 其 证 朋 就 不 在 这 里 列 出 了 . 
推论 。 设 4 是 一 个 有 理 整 数 ,，a 是 RC0) 中 的 一 个 整数 ， 则 
a = a (mod P) 的 充分 必要 条 件 是 
oz = & (mod P). 
证 , 设 Plp, «= a (modP), 
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由 
at = a (mod p), 


得 
、 at 三 a (mod P), 
故 
op = afKniod P)., 
反之 , 设 双关 ccCmnodP)， 而 如 反 x(modP) 恰 有 PP 个 根 0， 
1,…,p 一 1 模 P, 故 ww=ea(modP)， 证 完 . 


”下 面 ,我 们 给 出 重要 的 Dedekind 定理 
定理 3. 设 F 二 RC0) 是 一 个 = 次 域 ， 是 其 中 的 一 个 素 理 
想 数 ,? 是 一 个 有 理 素 数 ,人 是 坡 了 的 基数 ， 风 
| p= 0C modP’) 
证 . 自 于 分 村 的 证 明太 长， 限于 篇 幅 , 我 们 仅 给 出 定理 的 必 
要 性 的 证 明 ， 
设 % 是 FF 的 一 个 整数 , 则 有 


TCa?) = (Ta))? (modp), (1) 
设 w1,.…, ww 是 R(0) 的 一 组 整 底 , 于 是 有 
人 A= ACw, ,wa) = |TCwiw))|, (2) 
所 以 (1), (2) 给 出 


A ws es wn) = A Cup, es wb) Cmodp), (3) 
因为 Plp, 故 可 设 [z] 一 Pd， CP, A) 一 [11, 4 之 2。 
由 此 推出 RC9) 中 存在 整数 8 满足 
8 = 0 (mod P*14), 8B 关 0 (mod PA)., (4) 
利用 % 之 2 和 (4) 可 以 推出 对 有 理 素数 2 有 
B* 三 0 (modp) 和 p48. 
再 令 1 
和 一 ci 十 …， 十 crow 
兴 中 0， en 是 不 全 部 被 ? 整除 的 有 理 整数 * 则 有 
ci 人 六 十 十 ct) 二 0(mnodp) GG=1,.…,7), 
于 是 
人 (wi , ”3 wt) 二 0 Cmod py. 
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再 由 (3) 即 得 站 入 ,证 完 ， 
$9. [p] 的 分 解 


仍 设 F = RC6) 是 一 个 # 次 代数 数 域 。，p 是 一 个 有 理 素 数 ， 
本 节 主 要 研究 F 中 主 理想 数 [p] 的 分 解 . - 
定理 1. 设 F 一 RC(9), f(x) 是 R 上 首 项 系数 为 1 的 = 次 整 


系数 不 可 约 多 项 式 K9) = 0， 且 设 


f(x) = f(r) f(x) Cmodp), 


;>le21 C= 1, 7), C1) 
这 里 有 (x) 是 模 不 可 约 多 项 式 ， jC) 的 次 数 为 二 0 有 
index (0) 闫 0 Cmod p), (C2) 
则 四 
[lp] = Pr Pr. 


这 里 P; 一 [2， j(09)], 是 次 数 为 4 的 素 理想 数 (i=1,.**, 7+), 

证 明 这 个 定理 需要 下 面 几 个 引 理 . 

引 理 1。 在 定理 1 的 假设 条 件 下 ，p” 个 数 

加 十 让 0 十 … 十 Do 和 一 一 0,1, .一 1 
人 一 0,1,… 2 一 1) 

组 成 环 1,C0) 的 一 组 完 入 剩 人 条 这 里 1,C0) 表示 RCO) 中 全 体 
整数 模 [p] 的 剩余 类 环 . 

证 , 环 1,C0) 有 NC([p1]) 一 名 个 元 素 . 敢 内 1 需 证 明 由 


光一 了 


>) ai 人 三 0 Cmod p), 2 是 有 理 整 数 (一 0,1，……，72 一 i) (3) 


i=0 
可 以 推出 : 
= 0 (mod p) Gi = 0, 1, +, 1)., 
设 Wis**“*, Wy 是 RC9) 的 一 组 整 底 , 且 


OG= Decaw CG=0,1,., no1), 


j= 
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则 由 (2) 知道 jcw| 关 0 Cmodp), 故 由 (3) 得 
DD ecw = De Tacs = 0 (modp). 


i=0 /= i=1 i=0 


因为 Wis “s,s Wy 是 一 组 整 底 . 推出 
cm = 0 Cmodp) (j=1,.*., 1), 


利用 cil 闫 0Cmodp)， 从 上 式 即 可 推出 
ai = 0 (mod p) (i=0,1,.'*,7 C1), 
证 完 . 
引 理 2， 设 g(x) 是 有 理 整 系数 的 多 项 式 , 且 模 不 可 约 。 则 
在 定理 1 的 假设 条 件 下 ， 理 想 数 
P= [gC0), p] 
或 者 是 [1], 或 者 是 一 个 素 理想 数 . 
证 。 如 果 P 尖 [1]， 那 么 只 \ 需 证 明 ， 对 任意 整数 a。p， 如果 
op 三 0 (modP),， a& 关 0 CmodP)， 可 以 推出 6 三 0 (modP)， 

由 引 理 1 得 , & 三 4C6) (modp), 8 三 5(0) (modp)。 这 里 
a(x), 5b(x) 是 次 数 不 超 过 n 一 1 的 有 理 整 系数 多 项 式 ， 因 g(x) 是 
模 不 可 约 的 , aC9) 关 0 (modP)， 则 a(x) 和 g(x) 是 模 ” 互 素 
”的 ， 夏 存在 模 P 的 多 项 式 m(*) 和 w(%) 使 得 
ae)m(z) + gr)n(#) = 1 (modp), 


改 有 
alx)m(x)b(x) + g(x)n(x)o x) = ox) Cmod p), 
将 ; x 一 0 代入 上 式 ， 2 
三 6(0) = 0 (mod P), 

引 理 3。 定 理 1 中 的 [fC6),p] 关 [1] (i=1,.…,7). 

证 ， 如果 [HG6), p] 二 [1] (1 和 i 志 1)， 不 失 一 般 , 设 
[fC0), p] = [1], 在 (1) 中 令 x == 6， 可 得 

hC0) = fC0)- -fC0) = 0 (mod p). 
因为 C0) 含 6 的 次 数 小 于 x。 由 引 理 1 知 这 是 不 可 能 的 , 证 
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TD。 
引 理 4。 如 果 g(x) ,h(x) 是 模 P 互 素 的 , 则 
[gC0), 4(0), pl = [11. 
证 . .存在 a(x) 和 2(*) 使 得 
az)g(z) + be) h(x) = 1 Cmodp), 


因此 
aCO)gC0) + 5CONCO) = 1 Cmod p), 
故 1€ [gC0), 4(9),p]， 即 得 [gC9), (0), p] = [11， 证 完 。 
现在 我 们 转 来 证 明定 理 1. 
证 ， 由 引 理 2 和 引 理 3, 可 设 
[f:C6)] = 一 Pid， [pl] =PB; (Gi=1,:.*.,7), 
这 里 (4;, B;) = [1]，P; 是 一 个 素 理 想 数 。 由 《1) 可 得 
0 = fC0) = fC0): + .fC0) Cmod p), 
出 Pie eePrArt: :As = 0 Cmod PB1),. 
因为 《41, B1) == [1]， 由 上 式 可 得 
已 .Prrd2 A 0 Cmod PiB1), 
把 上 式 mod Pi1B1 换 成 mod PB, 后 可 推出 
下 :Ptrd9 .42 = 0 CmodPB 2), 
如 此 继续 下 去 可 得 
Pi .Pr = 0 (mod p), 
因此 - 
[p] = Pops, e240 Gl (4 
从 (4) 可 以 推出 : 
fi(0):. .fi(0) = 0 Cmod p), (C5) 
由 引 理 1 知 由 (5) 可 推出 


r 


> nidi > 1, 
i=1 
但 因 
>») Niei — Nn, ei 之 di, 
i=1 
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这 就 证 明了 到 一 。 Gi 一 1,……,7) 
对 于 任意 一 个 整数 w, 由 
三 qo 二 a0 二 +a,10"! (mod [pp]) 
可 推 得 : 
& 二 《bo)p 十 Cr - 十 … * 十 《6b,;-1)p0 (mod 机 
而 2 个 整数 各 十 20 十 十 忆 -OO 一 0 1 一 1; 
1 一 0, 1 … :有 一 1) 对 模 已 是 互 不 同 祭 的 ， 对 此 ,只 需 证 明 从 
Aap 十 00 十 …' 十 aoi-i0" 三 0 (mod pi) 
可 以 推出 plaiCi 一 0, 1，…, zi 一 1)。 否则 ,存在 一 个 j,，ptai. 
则 g(x) 一 a 十 ax 十 十 qrw-r"im! 与 f(x) 模 p 互 素 ， 由 引 
理 4 知 [gC0), fK(0),p] 王 [1] CP;， 故 得 P; 一 [1], 这 不 可 
能 。 所 以 NCPD) = 加 (i 二 1,.… ,7+)。 证 完 . 
设 p 是 一 个 有 理 素 数 , 且 
[p] = Pr, 
这 里 素 理想 数 P; 的 次 数 是 i, 则 
NCLp]) = NC(P) = p" .~ NCP)®*-N(P Yr —p ， 
因此 


r 


2 一 DF eifi, (6) 


如 果 下 一 RC(0) 是 一 个 R 的 正规 扩 域 ,4 是 F 的 任 一 个 理想 
数 。 则 由 前 面 给 出 的 结果 nC(4) = [NCA4)], 可 以 证 明 下 述 定理 . 
定理 2。 设 2 是 二 个 有 理 素数 ,在 正规 扩 域 F 一 RC0) 中 ,2 
加 分 解 为 
[p] = (PID. .Pn )e 1 i < (7) 
上 且 、 
| _ n= rfe., (8) 
这 里 w 二 (F|R)， 素 理想 数 Plp,，NCP) = 二 pi。 7 是 P= 
Po， ， PM 中 不 局 的 束 村 要 数 拘 个 炽 ， 基 7 个 不 则 的 素 于 和 
设 为 PLD， 。 Pr 


证 。 设 Pljp。P 是 素 理想 数 ， 因 为 nCP) = [NGCb7)]， 故 由 
NCP) = p! 得 nCP) = [p11， 即 
PD.…P = [pl]i, 
由 理想 数 的 唯一 分 解 定理 , 故 可 设 
[p] 一 - 《Po 。 “CPin) 7r， ejs > 1 Cz 一 1， -.… 7 )。 
这 里 不 失 一 般 性 ,可 设 了 == Po 一 PI?， 因 为 
R(O) = ROOW) CG=1,...,7), 
故 存在 域 了 的 自 同 构 0.C0) 一 0 (C1 < :< w)， 它 保持 RR 的 数 不 
变 ,而 使 oCP00) = PI? (1 < 之 :<+)， 因 此 又 得 
- [p] = (CCPG0D DCPGD Da » CPin)ir, 
二 ,是 数 六 jo 的 某 一 个 排列 ， 由 理想 
数 的 唯一 分 解 定理 得 ej, 二 ei 一。 Cs 一 2, .… ,r+)， 即 得 (7) 式 . 


又 因 在 正规 扩 域 RCO) 中 ,如 果 wi,…… “Wn 是 一 组 整 底 , 则 


ws “""S why) 也 是 一 组 整 底 , 故 有 
NCP) = NCP®) = pi(i 一 1。 1). 
再 由 (6) 即 得 (8) 式 ， 证 完 ， 


$ 10. 在 分 圆 域 上 [pj] 的 分 解 


设 m>1,5% 是 mw 次 本 原单 位 根 ,为 不 失 一 般 性 , 设 各 一 cm， 
域 RC5) 叫 m 阶 分 贺 域 . 本 节 主 要 证 明 如 下 定理， 


Com) 个 数 各 ,这 里 -Ci m) 二 LRC 的 基数 仅 被 的 素 因 了 


所 整除 ， 数 1， 5 … ,2"! 组 成 RC5m) 的 一 组 整 底 。 


-证明 这 个 定理 之 前 ,首先 证 明 ， 
引 理 1. 设 RC0), RC(p) 是 R 的 两 个 扩张 ,使 得 


1) (RCO, p)| RC(p)) = (RCO)|R),. (因此 , (RCO, oIR) 一 


(RCO) I RICRCP) LR. 
2) C 人 (CR(9))， 信 (RCp))) 一 1， 这 里 人 CRC0)) 与 
和信 (RCp)) 分 别 表示 域 RC0) 和 RCp) 的 基数 ， 
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3) wwis “ Wm 是 RCO) 的 一 组 整 底 ， 且 Mls **"»> Ys 是 
RCp) 的 一 组 整 底 ， 

那么 , ms 个 数 wj (i 二 1， …, 5; j 一 1，，……, m) 构成 
域 RC9,p) 的 一 组 整 底 ， 

证 ， wewi(i 一 1 5 一 1 mp) 是 RCO, p) 在 R 上 的 
一 组 由 整数 构成 的 基底 ， 则 每 一 个 RC0, p) 中 的 整数 可 表示 为 


c= 2 2D) ciniwi;, ci€ER (i = 1 ;7 = 1 m), 
i =1 j=1 
由 $3 定理 5, 可 设 . 
7 li 
A A Coss), 


di 是 有 理 整 数 ， 因 此 ,如 果 我 们 能 够 证 明 对 于 任 一 个 有 理 素数 p， 
由 同 余 式 


Doomiwi = 0 Cmodp)， ci 是 有 理 整 数 。 (1) 
i=1 j=1 
推出 ples (一 1。……， 9 7 一 1。……， m), 便 证 明了 3 引 理 1, 
设 
2 CijWi 二 00 2 cam = Pi 
并 设 em 和 ampP(e 一 1,.…,s) 在 RCe) 上 共 入 , 由 条 件 1) 
知 P 在 RCG) 上 和 wr 在 R 上 的 定义 多 项 式 相同 , 因 此 yf2 与 刀 在 R 
上 也 共 斩 ， 类 似 地 , 如 设 pi 和 Bw (7 一 1,…;m) 在 RCp) 
上 共 斩 ， 则 wj;, wy? 在 RR 上 也 共 罗 。 故 由 (1) 式 分 别 对 RC0) 和 
RCp) 取 共 轿 , 可 推出 
Dom = pwp = 0 Cmodp) 
i=1 j=1 
(e 一 1 一 1 1m). (2) 
再 由 (2) 推出 
ouV A CRCp)) = BV A (RCO)) = 0 (modp) 


G1,.,s;1 = 1, Mm), 


mh are mmm epee Pe WT ee RT a 


由 
oiV A (RCp)) = 0 (mod p), 
得 
o A (RCP)) = phs 
4 是 一 个 代数 整数 ， 改 再 由 


Dy es 和 ACRCD))wi = 0Cmod p) 


推出 ， 
ci ACRCP)) = 0 (mod p). 
同 理 可 得 
" ci A (RCO)) = 0(mod p). 
以 上 一 1, 5 一 1, ,mw。 由 引 理 的 条 件 2) 推出 
Cij 三 0 Cmod p) Ci 一 1，…… 5 一 1 m)。 
定理 1 的 证 明 .。 我 们 对 mw 的 不 同 的 素 因 数 的 个 数 用 归纳 法 ， 
先 证 m = p' 的 情形 。 此 时 5,: 满足 方程 
V(x) 一 x* —l 
xp ll] . 
. 一 (zz 人 tr 十 (zt 十 .十 ke 十 1 一 0 (3) 
我 们 令 号 : 一 二。 因为 其 。(Ck Pp) 一 1 给 出 全 部 pC 个 pi 
次 本 原单 位 根 , 均 适合 (3), 这 推出 RCG) 是 正规 扩 域 ， 由 (3) 也 
推出 


CRCE)NR) < pp) = pp — 1). 
下 面 我 们 将 证 明 CRC8)1R) = pCp 一 1), 因为 8*, (Kk, p= 二 1 
1 委 丰 一 产 给 出 pCp) 个 不 同 的 数 , 故 (3) 给 出 


V(x) = 及 一 如 7)， C4) 
0Zk<pr 
在 (4) 中 令 x 二 1， 我 们 得 到 
p= [| (1— #8), (5) 
(一 | 
0<k<p 
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对 于 任意 4。 j,，(%, p) 一 (j, p) 一 1， 我 们 有 
1 一 妈 三 0(modl 一 与 )， 
于 是 有 
[站 一 [1 一 上 orD。 (6) 
由 $3 的 (8) 式 知 
(RCS)|R) 之 六 (一 1), 
故 加 
(RCE)IR) = plp — 1). 
判别 式 人 (1 5 se) 是 形 如 #5 一 的 数 的 乘积 ， 


| 


而 p= 二 1I (1 一 58), 6 是 一 个 单位 数 ,所 以 (1, 5, ,8007) 


i=1 


整除 (p')', 1 是 某 个 正 整数 , 故 它 的 所 有 素 因 数 皆 为 有 理 素数 p. 

如果 我 们 能 够 证 明 1,5,………, #407! 是 RC(E) 的 一 组 整 底 , 那 
么 定理 1 对 于 m = 六 的 情形 便 证 明了 ,由 $3 定理 5, RG) 中 任 
”一 个 代数 整数 " 可 表示 为 


其 中 ,， 公 == A 人 (15 ,#890 07!)，xi 是 有 理 整 数 , 因此 只 需 证 
明 从 
lo 十 4 和 去 十 . 十 dg(p) EP! 三 0 (mod p), , 
a; 是 有 理 整 数 ,可 以 推出 . 
a = 0 (modp). (i=0,1,.., 9(p) — 1)., 
由 于 | 
Et=(1— (1— 8 . 
一 1 一 AI 一 局 十 :十 (一 DEC 一 于) 
一 0 1, 9 一 1 
之 代 换 行列 式 为 土 1， 因 此 只 需 证 明 
bot bl — E+ bpd) all — §)%! = 0 (mod p),C7) 
推出 p16;，5; 是 有 理 整 数 (i = 0, 1,…, pCp) 一 1). . 
由 于 p 三 0《mod1 一 5, 故 bh 三 0 (mod1 一 5)， 由 (G5) 即 
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. 得 站 li 在 《7) 中 依次 把 模 换 成 (1 一 8X, (1 一 让 ro， 可 
依次 得 5 三 0 Cmodp》 GG 一 1,…,qp(p') 一 1)。 这 就 证 明了 
”mm 二 p' 的 情形 . 

现 设 六 一 如 大、 (my p) 二 1。 由 归纳 法 假设 ,对 RCEwr) 定 
理 成 立 . 故 全 CR(Em'))， 因 此 在 RCEw) 中 ,根据 Dedekind 定 
理 有 

[pl = PPs, PP, ***, Ps 是 不 同 的 素 理想 数 ， 《387 
因为 R(5wr) 是 正规 扩 域 ,所 以 Pj 的 次 数 为 Kj 一 1,，……，8)， 且 
.pCm') 二 和、 现 进一步 在 RCEw) 的 扩 域 Rs) 中 分 解 P;)， 设 
一 es” 是 一 个 次 本 原单 位 根 , 则 ,6m 均 在 RCEm) 中 , 故 
由 $7 定理 2 知 在 域 R(5,) 中 有 
CPi, 1 — §)%+" = (PY?, p) = P, 

于 是 ,在 RCE,,) 中 [p] 有 分 解 式 
[一 (00oDrc0 《9) 
这 里 9 一 (Pi 1 一 人 一 1 58) 由 (p',m') 一 1。 改 存 
在 有 理 整 数 *， ?适合 pi 十 zy 一 1， 则 知 多 一 吕 。 因 此 
RO) 一 RCEwwy5)， 于 是 

(CREm)|R) = (CREm, £)| ROSE)) 

x (RCEn))R) < pp pm’) = pm). 
设 RCE5w) 的 任 一 对 代数 整数 1,& 满足 Pfu 一 +， 即 
CPi, 4 一 4 一 上 9， . 
在 扩 域 R(#%) 中 有 《0Q1™*?", 4 一 14) 二 [1]， 故 对 91 的 任 一 素 因 
子 P, 仍 有 Ptp 一 %, 因此 81 的 任 一 素 因 子 的 次 数 至 少 是 Pi 的 次 
数 , 同 理 9; 的 任 一 素 因子 的 次 数 至 少 是 P; 的 次 数 (i = 2,*……, g)， 
故 由 C9) 的 两 端 取 范 数 ,可 得 CRC5m)|R) 之 pCm)， 因 此 得 
(REm)|R) = plm), 

这 也 证 明了 C9) 即 是 [p] 在 RCE,) 中 的 素 理想 的 分 解 式 .。 

因为 


7 一直 
力 一 Ho 一 总 )， 
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所 以 
A 人 (1, 55 
的 每 一 个 素 因数 均 整 除 总 
由 于 
RCE, 5)IRCE)) = CRCEm) | R), 
以 及 
CACY, Ems os SU) AC Ese, SHPO = 1 
故 由 引 理 1, gCm) 个 数 
1 
EPP-1, EP(p 1E Pm )1 
组 成 RCE%) 的 一 组 整 底 ， 而 二 地， Em 一 澡 ， 故 此 组 整 底 可 
改写 成 如 下 的 形状 / 
1 
因此 任 一 整数 % 可 表示 为 
Cg 一 如 十 to 十 十 wen- 这 gm 
a; 是 有 理 整数 Ci 一 0, 1，…, pCm) 一 1)s 而 (RCE)|1 RD) 一 pCm)， 
故 1 58m， 8 是 RC5w) 的 一 组 整 底 . 
设 5% 所 适合 的 pCm) 次 首 项 系数 为 1 的 有 理 整 系数 不 可 约 多 
”项 式 为 pw(x), 可 得 
pnCx)|x™ — 1, 


而 
. x — 1|pn(*) 
或 
多 一 i| pm (x) (1,m) > 1， 
. 均 不 可 能 , 故 


on(z) 一 I Cx 一 品 )， 
人 Wr =1 
pw(*) 电 加 阶 分 贺 多 项 式 ， 证 完 . 
下 面 给 出 在 RCE,) 中 有 理 素数 2 分 解 为 素 理 想 数 的 乘积 的 
两 个 定理 ， 
定理 2, 设 ptm, 且 ? 模 m 的 次 数 是 4, 则 在 RC5m) 中 ?可 . 
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分 解 为 2 一 个 次 数 为 4 的 不 同 的 素 理想 数 的 瑟 积 


证 . 天 为 plm， 故 pt 人 CR(En)), 则 在 $ 9 的 (8) 式 中 e= 
1, 即 在 RCs。7 中 有 
[Lp] = Pr ‘Pi, 
且 gp(m) = 二 jg。f 是 P; 的 次 数 a<i<e, 由 (zj 一 1， 


“m= 了 ae 知道 多 天 1 (modPD)CI 生 ii 委 放 一 1)， 耕 


则 ,有 革 个 :C1 筷 i 专 m 一 1), 使 弥 振 1Cmnod 忆 )， 用 共 辆 映射 
as) 一 5) Cm) = 1, 可 得 $ 宇 1 (mod PH), 而 mtli, PY 
是 Pl,…, Ps 中 的 一 个 , 当 7 过 全 部 (1, wm) 二 1,1 筷 1 过 m 时 ， 
Pj)? 过 全 部 Pl, … , Po, 这 样 ,将 有 Pi ……Psjm, 即 p1m, 这 与 定理 
的 条 件 矛盾 ， 此 外 , 明寺 1(modPi), 克 mlp' 一 1, 推出 1 之 h. 
另 一 方面 , 设 0 是 一 个 原 根 模 P;, 由 定理 1 知 


GO ao 十 albm 十 “十 agem) Ee"!, 
as 是 有 理 整 数 Gi=0,1,..., pm) — 1), 且 
ot = a0 十 ode + ee Age Vm) Cmod Pi). 


由 大生 1Cmodm2)， 知 阳 一 名， 推出 
gr = o (mod 户 ) 


这 又 得 出 4 守 访 故 g 一 2 证 完 . 


推论 . 设 pflm, 在 RC5) 中 ,P|[p]，P 是 素 理 想 数 ,? 是 
有 理 素数 ， 则 RC5w》 的 自 同 构 oC8。) = 65,: 保持 了 不 变 . 

证 。 可 设 

P= {qo 十 …… pm) Cptm) lai€é 2 一 1，…， pm)}, 
这 里 wm, .…， aoo 是 了 的 一 组 基底 ,用 符号 oCP) 表示 把 P 的 每 
一 个 数 映 成 它 的 第 ?个 共 斩 数 , 则 有 
olP) 一 {a + tapas) [a € Z, 
1 一 1， pm)} = Po, 
设 a 二 8.5m), i 二 1,…', pl(m),， gi(x) 是 次 数 不 超 过 
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pCm) 一 1 次 的 整 系数 多 项 式 ,而 
on ~ gb) = gEn) Cmod p), 
由 于 p€P, 故 ?一 gf(8m) 十 pi€EP, (i 一 1,……'s pCm)), 这 
、 ”里 4 是 RG) 中 的 一 个 代数 整数 ， 于 是 有 PSP, 即 PP 另 

i 一 方面 , ptm, P 是 P 的 共 斩 理 想 数 , 而 [p] = PL……Pss 玖 PP 

是 已 , -…, P。 中 的 某 一 个 , 即 是 一 个 素 理想 数 ， 于 是 有 oP) 一 
“ 了 PW) 一 P。 这 就 证 明 自 同 构 oC&m》 == 总 保持 了 不 变 。 证 完 , 
”定理 3, 设 wm 一 ptr (py m1) 一 1,P 模 mi 的 次 数 是 如 则 ， 
在 RC5m) 中 有 
[p] 一 (91 。 ‘O87, g 一 Bem, MM 


“和 证。 由 定理 2 知 在 R(5w,) 中 


[p] = Pi:…*P,, s — Pm 


3 


而 在 RCEwm) 中 ,由 《97 式 得 
[p] 一 (007e 7)，， 
设 8; 的 次 数 为 f, 则 由 上 式 得 


vm) 一 PC 人 = pp PL, 


故 了 = h。 证 完 . 
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第 六 章 “二 次 域 和 分 加 域内 的 DFT 构造 


本 章 着 重 讨论 用 二 次 域 RCV m) 和 分 圆 域 RC) 的 整数 剩余 
. 类 环 来 计算 域 中 整数 序列 的 卷 积 问题 ， 数 论 变换 的 有 关 理 论 得 到 
了 推广 ,在 这 些 域 里 ,具有 循环 卷 积 性 质 的 变换 的 构造 和 个 数 等 问 
题 ,都 得 到 了 解决 . 


$ 1. 计算 复 整数 序列 的 卷 积 


当 M 取 Mersenne 素数 时 的 数论 变换 叫做 Mersenne 数 变换 ， 
由 于 此 时 OC(M) 一 0(02 一 1 一 22 一 2 一 2020 一。 它 能 
卷 积 的 序列 长 度 N 的 标准 分 解 式 中 2 的 方 宕 最 高 是 1, 故 不 能 作 
快速 资 贫 ,因而 我 们 没有 讨论 这 类 数论 变换 

如 果 对 全 体 复 整数 a 十 8i，a, bE Z ( 即 RG) 中 的 整数 ), 用 
模 4 分 类 (4 取 Mersenne 素数 ), 在 所 得 剩余 类 间 定 义 适 当 的 加 法 
和 乘法 运算 ,可 得 一 个 有 4 个 元 素 的 有 限 域 , 记 为 GFC(q”)， 在 此 
， 有 限 域 中 ,可 计算 复 整数 序列 的 卷 积 ,其 序列 长 度 N 的 标准 分 解 式 
中 所 含 2 的 方 寡 可 大 为 提高 ， 这 是 Mersenne 数 变换 的 一 个 推广 ， 
当 N 一 2” 时。 同样 可 类 似 FFT 作 快 速 注 段 ， 本 节 将 着 重 讨论 
这 一 类 变换 . 
1. 复数 论 变换 

。 先 用 复 整 数 分 类 的 办 法 ,来 构造 一 个 CF(42, 这 里 4 一 28 一 1 
是 一 个 Mersenne 素数 。 把 全 体 复 整数 a 十 5i 用 模 4g 分 类 ， 即 
当 且 仅 当 cc 二 BCmod qg) 时 , oe, 8 属 同一 类 ,这 里 c、p 为 任 给 的 两 
个 复 整 数 , 即 RG) 的 代数 整数 ， 于 是 ,我 们 得 到 一 个 剩余 类 , 设 其 
剩余 系 ( 即 每 类 中 取 一 个 代表 ) 为 
F= {a 十 bi|la,be GF(g)}, 
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在 下 中 定义 加 法 
(Cat+b)+ eta) = (+e t+ G+ addi, 
以 及 乘法 | 
(a + bi)* (c+di) = (ac — bd)g + had + be)ais 


刚 由 (二 +) 一 一 1。 知 成 域 , 其 元 素 个 数 为 9 故 可 记 


GF( = {a + bila,b EE GFCON}, 
设 x0, x1， ,XN-1€ GF(q?)， 可 类 似 地 定义 GF(q?) 上 的 
DFT 如 下 : 。 
如 果 作 用 在 序列 xx ………，xw-i; 上 的 一 个 变换 


一 3 xzock (R=0,1,.,N—1) wcé GF(q), 
有 如 下 形状 的 逆 变 换 


N-1 


xs 一 ND, Xr (n=0,1,..…, NO— 1), 
k=0- 


且 具 有 循环 卷 积 性 质 ， 则 称 此 变换 为 CF(442) 上 长 为 N 的 一 个 
DFT,。 或 复数 论 变 换 , a $ 2 定理 1 类 似 的 证 法 可 证 下 
面 的 定理 ， 


“推论 1 GF(qg’) 上 长 为 的 复数 论 变换 丰 在 的 充分 必要 条 伯 
是 NI 一 1 

推论 2， 设 VI9 一 1， 则 GFC97 上 共有 CN) 个 长 为 N 的 
. 复数 论 变换 . 

以 上 关于 GFCq?) 上 DFT 的 定义 和 结果 ,在 任意 有 限 域 
GF(b") 上 可 类 似 地 定义 和 证 明 ， 

因为 Y 一 2 一 1， 改 由 N19 一 1 = 2 一 1) 知 N 
的 标准 分 解 式 中 2 的 方 赛 最 高 可 达 . p 十 1。 所以， 复数 论 变换 可 
快速 卷 积 的 序列 之 最 大 长 度 为 2?*+、 对 于 长 度 是 2 的 方 寄 的 复数 
论 变换 ,可 用 类 似 FFT 的 快速 演 段 来 计算 ,叫做 快速 复数 论 变换 ， 
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2. GF(q) 中 NCN = 24 1 生 k 过 + 1) 次 本 原单 位 根 的 计算 
由 上 一 小 节 的 定理 1 我们 知道 , 求 出 GF(q?) 上 的 一 个 N 次 
本 原单 位 根 ,也 就 构造 出 了 一 个 GF(q?) 上 的 长 为 六 的 一 个 DFT 
性 质 1 “是 六 次 本 原单 位 根 的 充分 必要 条 件 是 
过 三 一 1 (mod q). 
证 .如 果 oe” 三 1 《mod q)， 则 有 
(ei + D(a — 1) = 0 (modg), 


而 由 (二 !) = 一 1 知 g 是 RG) 中 的 素数 ， 且 RCD 中 整数 的 只 


一 分 解 定理 成 立 , 故 由 «是 N 次 本 原单 位 根 可 得 必 = 一 1(mod 9) 
《用 有 限 域 的 性 质 也 易 证 明 )， 


反之 , 若 oi 三 一 ] (modg), 则 o™ 二 1 (mod g)， 如 果 a 是 1/ 
次 本 原单 位 根 ，! < WN, /|N。 可 推出 直立 。 从 而 得 到 矛盾 结果 


哈 == 1 (mod9g)。 故 必 有 1 一 N. 
性 质 2. (a +b) = a (modg), 
证 ， 
(a + bi = (a + btCa + bi) = (4 — bi + bi) 
= a + bmod gq). 
由 此 可 立即 推出 下 面 一 个 性 质 . | 
性 质 3。 c= 二 a 十 bi 是 一 邻 2?" 次 本 原单 位 根 的 充分 必要 
条 件 是 2 十 外 三 一 1 (mod yg)， 
”性 质 4.， 22 十 (一 3)* 是 GF(q?) 中 的 一 个 28 次 本 


原单 位 根 . 
证 . 因 (2)=1, (33) -1, 9 一 2 一 1， 
故 . 
27™ 2 (modqg),  (—3)” = — 3 (modg), 


符合 性 质 3 给 出 的 条 件 , 故 是 一 个 2?+ 次 本 原单 位 根 ， 


。162。 


性 质 5 
[22 C3 一 13 2 —1), 
给 出 GF(47 中 全 部 2 扩 : 次 本 原单 位 根 。 
证 . 由 性 质 工 知 ,它们 都 是 223: 次 本 原单 位 根 , 且 两 两 模 9 不 
同 余 ,而 _p(2*9) 二 22， 故 可 知 给 出 了 全 部 2?4 次 本 原单 位 根 。 
性 质 6. 设 N 一 2:, 1 过 p+1。 则 
[22™ 4 C3 i =1,3,..,2t—1), 
给 出 了 GF(q”) 中 全 部 2* 次 木 原单 位 根 . 
证 .可 完全 仿照 性 质 5 来 证 明 . 
可 用 2p 位 字 长 的 硬件 进行 复 整 数 a 十 bi 模 4 的 乘 、 加 法 运 
算 .为 了 使 乘 2 的 方 昭 运算 简单 ,显然 是 把 N 次 (N=2*, 1 太志 
pp 十 1) 本 原单 位 根 。 的 实 部 4 和 虚 部 & 用 二 进 制 表示 , 且 位 数 越 
例 . 9 一 25 一 1 一 31，2t4 一 26 一 64， 求 出 全 部 GF(31) 
中 的 全 部 8 次 本 原单 位 根 . | 
由 于 
a = 2 = 8 (mod 31),， b=(— 3 20 (mod 31), 
故 4 一 8 十 20i 是 GFC31? 中 的 一 个 64 次 本 原单 位 根 ， 所 以 由 
性 质 6 知 (8 + 200)8， 1 一 1, 3, 5,7 给 出 了 全 部 8 次 本 原单 位 
根 , 计算 结果 是 27 十 4f, 4 十 入 ,4 十 27i527 十 27i, 其 中 4 十 和 
构成 的 复数 论 变换 ,计算 时 最 为 方便 。 
3, 另 一 个 算法 
” 对 于 不 太 大 的 g, 不 用 上 一 小 节 的 方法 ,而 用 查 平方 表 和 分 类 
的 算法 来 计算 全 部 2+ 次 本 原单 位 根 ,要 简便 一 些 ， 
由 上 一 小 节 的 性 质 3 知 求 出 GF(q?) 上 的 全 部 2+*! 次 本 原单 
位 根 只 需求 出 同 余 式 
+ 二 一 1 (modg) (0 和 ea<g,0 委 82 一) (1) 
-的 全 部 解 (e, 5), 其 解 的 个 数 必 为 pC2?1!) 一 28 个 。 


由 (21)= -1 知 a 交 0,5<0. 还 有 (1) 中 4 六 5 否 
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则 ,由 4 = 5, 从 (1) 可 推出 24 = 一 1 (modq), 即 (2a7 二 一 2 
-后 国 -1 
这 样 ,如 果 
(a, 5) (o< :<5< 2 (2) 


是 C1) 的 一 组 解 , 则 由 (2) 可 给 出 (1) 的 另 7 组 解 
(g—a,6b), (gqg—a,g—b), (a,g— Db), 

(6,4a), (gqg—b,a), (b,9—a), (q9—6b,9—a), (3) 
如 把 (2) 和 由 《2) 变 出 的 C3) 定义 成 一 类 , 则 (1) 的 全 部 解 (a, 6) 
将 分 成 22 个 类 ， 知 道 了 一 类 中 的 任何 一 个 解 , 均 可 由 (2) 得 出 
(3) 的 方法 得 出 类 中 的 其 余 7 个 解 , 故 均 可 定义 为 类 的 代表 ,我 们 
把 (622 叫做 一 个 类 的 标准 代表 .只 要 求 出 了 各 类 的 代表 ,全 部 解 即 
可 求 得 . ， 

利用 平方 表 , 下 面 列 出 4 一 2 一 1 时, GF(q?) 的 全 部 2: 次 
本 原单 位 根 16 个 类 的 标准 代表 

(2, 54)， (3,25), (8, 58), (10, 36), (13, 46), 

(16, 39), (19, 20), (27, 26), (28, 55), (29, 38), 

(30, 49), (34, 42), (35, 60), (40, 47), (56, 61), 

(57, 59). 

4. 用 GF(q”) 上 的 复数 论 变换 计算 复 整 数 的 卷 积 

设 * 一 av 十 bi 如 一 co 十 di 均 为 ZG) 中 的 整数 ， 

(一 0,1,.……，N 一 1)， 其 循环 卷 积 为 


一 >， Cax 十 bri) Cewm-in 十 din—Dwi) 


aKC (nA 一 pdbw) 
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N-1 


十 和 2 BkC aAN 十 sd Bn), | (4) 


用 GF(q”) 上 的 复数 论 变 换 计算 (4) 式 , 得 到 
ya = Us vai (mod gq) Wns vn€E GF(g) 
(2 一 0,1,.…", NN 一 1),， 如 果 选 择 9 对 (n 一 0,1,…s，N 一 上 D 
均 有 . | 


>, Carc niw 一 brdiww—in) | 
k=0 


< 总 (lollce-ool+lallae-evD < 加 


十 akdeo-b) 


< 已 《| 如 | eee 十 laxl [dnpwl) < 二 ， 《67 


则 取 xn， ov 模 4 的 绝对 最 小 币 余 ， 即 可 求 出 和 设 M: 个 元 素 的 
环 Ry = {a 十 bila, bE Zi， 这 里 M = gq1'……4;，9i 是 不 同 的 
Mersenne 素数 ,由 孙子 定理 以 及 直 和 
ji 一 en ) 寺 :…: 十 GF(497?) 一 {Cm o) lo € GF(C43， 
i=1,...,s} 
与 Ry: 同 构 ， 可 以 减少 用 Rie 上 的 复数 论 变换 求 复 整 数 的 卷 积 时 
所 需 的 机 器 字 长 ， 下 一 节 , 我 们 将 讨论 更 一 般 的 情形 . 


$ 2. 在 二 次 域 RCVm) 里 计算 卷 积 


在 这 节 里 , 我 们 将 通过 二 次 域 RCV m ) 的 全 体 代数 整数 模 M 
的 剩余 类 环 上 的 DFT， 来 计算 代数 整数 的 卷 积 , 与 zw 上 的 DFT 
一 样 ,我 们 将 给 出 存在 这 样 的 DFT 的 充分 必要 条 件 、 它 们 的 算法 
和 全 部 个 数 。 
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在 给 出 主要 定理 之 前 , 先 证 明 几 个 性 质 . 
性 质 1. 设 M > 1 M 是 奇数 ， 
Tia(6) = fa 二 502eZ， (1) 
其 中 6 等 于 - 
Vm, m 三 2,3 (mod 4), 
?= Vet, m = 1 (mod 4), (人 

即 1，6 是 二 次 域 RCV m) 的 一 组 整 底 , m 是 无 平方 因子 的 整数 . 
我 们 在 (1) 中 定义 加 法 
(a +¥60)+ c+d)=la+cWmw+lec +d (C3) 

和 乘法 


‘(lac 十 bd + (ad 十 pcw0， 
m 三 2, 3 (mod 4)，, 
十 26)(c 二 da6) 一 ， 
(4 十 26)(c 十 48) (ac tbd Lt (ad 十 pc 十 64)u0， ? 
三 1 (mod 4), 


则 对 运算 (3) 和 C4), LxeC0) 构成 一 个 有 单位 元 素 的 \ 元 素 个 数 是 
M? 的 可 换 环 ,如 果 M = 9 是 一 个 奇 素数 ，( 衬 ) 一 一 1， 则 环 - 


14:(0) 构成 一 个 域 , 记 为 GF (gq7)， 

证 ， 由 环 的 定义 和 性 质 《x 十 y)1 二 《《x)1 十 《y2191 (zy 一 

《kz)Ky2Dr li，。《《x)i)r 一 《zw。， 可 直接 验证 成 环 ， 这 里 和 
六 均 为 正 整 数 . 现 设 M 一 9,( 王 ) = 一 1 ae Te(b)。e 一 “二 

26 ** 0，o 的 范 数 NC 适合 
N(a) = va = (a + 49)(4 + 46) 

{f° 一 pm, m 三 2, 3 (mod 4), 


(5) 
二 abt Pe， m 三 1 (mod 4), . 


由 4 是 素数 知 (9, NCo)) 一 1 或 者 9|NCa)， 因 为 gfe， 的 
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一 1, 故 在 x 三 2, 3Cmod 4) 时 , 易 知 VCo)。 而 在 m 二 1 《mod 4) 
时 ,由 (G5) 给 出 4N(@) = (C24 十 5 一 Vm 仍 有 41N(g)， 总 之 ， 
得 出 (qs NC0)) = 1， 设 NCe)x 二 1(Cmodgq), 0 二 x 二 9， 则 
or: 一 u2， 这 里 5 表示 6 的 共 斩 数 ， 这 就 证 明 7.6) 的 任 一 非 零 
元 素 有 逆 元 素 , 即 知 14:(0) 成 域 , . 

性 质 1 给 出 的 环 nia(6) 与 二 次 域 RCW mm) 里 的 整数 对 理想 数 
[M ] 分 类 所 组 成 的 模 [M ] 剩余 类 环 同 构 , 因 而 就 把 Tu*(6) 叫做 
RC Vm) 的 代数 整数 模 MM 的 剩余 类 环 . 

性 质 2. 设 M > 1, M 是 奇数 ，M 一 mim, Crmis 191) 一 1 
(1 和 i 过 jij 万 +), 定义 环 1m3(0)G 一 1,…,r) 的 直 和 是 

Se(6) = 1m2(0)+ .+1mC0) 
= {Cs + 0) 1;€ TnaC0) CG = 1,+.°, 7)} 
在 Sa(6) 中 定义 加 法 

mss 8) + Bs sb) = at PBs, + B), (6) 
和 乘法 . . | 
“Cm, ,Bs sp 一 (ab rs ob) ~ (7) 
” 则 Se(6) 对 于 运算 (6) 和 C7) 构成 一 个 有 单位 元 素 的 、 元 素 个 数 
是 Mz 的 可 换 环 , 且 与 环 1x:C0) 同 构 . 

证 ,定义 eC0) 到 Sw(6) 上 的 一 个 映射 c: 

ola + 60) = (La)m, + Cb)m0, +s adm, + 6)m0), 《87 
容易 验算 

olCa 十 59) 十 (ec 十 0)) = ol(a 十 20) + ole 十 d0)， 

ol((a 二 pb0)(c + 4d0)) = oa + b0)ole + d0). 
再 设 
o-!(0,，… ,0) 一 4 十 20， 
由 a 三 0 《mod mj),， 2 三 0 (mod mm;) Gf 一 1,.…。r) 和 孙子 定理 
知 在 Zw 上 有 唯一 解 a 一 6 一 0, 故 o 是 一 个 同 构 映 射 ， 即 得 
1w《0) ~ Se(9)，Sw(6) 对 于 运算 《6) 和 《7) 构成 一 个 有 单位 元 
素 的 \ 元 素 个 数 是 M? 的 可 换 环 。 


e 167 。 


这 里 需要 指 则 ， 性 质 2 中 的 直 和 以 及 同 构 ， 显 然 都 与 M 一 
mi (ol mn) 一 1 (1 <<i 二 j 过 r) 有 关 , 为 方便 起 见 ,我 
们 都 采用 了 相同 的 符号 ;同样 , RCV m )、 TxaC0)、5w2《0) 中 的 乘 、 
加 法 运算 分 别 都 是 不 同 的 ,我 们 也 都 采用 了 相同 的 符号 

性 质 3， 设 ?是 奇 素数 ,( 宇 ) = 一 1，。 是 RCV mw) 的 整数 
(人 一 0,1.,'……'。 1n), 同 余 式 

加 fx) = asx 十 … tT ar + go (mod pp) 
在 RCV m) 上 的 整数 解 的 个 数 < #, 重 解 计算 在 内 ， 与 有 理 整 数 
一 样 ,这 里 解 的 个 数 是 指 非 同 余 的 解 的 个 数 ， 

证 .由 于 2) 二 一 1， 故 [p] 是 素 理想 数 ,再 由 理想 数 的 唯 
一 分 解 定理 ,与 第 一 章 2.8 小 节 的 定理 类 似 可 证 

性 质 4. 设 ? 是 奇 素数 ,( 王 ) 一 一 1， ar 加 一 0 1 内 


是 RCV m) 的 整数 , 同 余 式 
f(x) = asx* 二-.…: 十 41w 二 a 0 (modp!') 
当 fx) 三 0 《modp) 与 了 (x) 三 0 《modp) 无 公 解 , 则 
f(x) = 0 (mod p') 
解 的 个 数 等 于 
1(x) 宇 0 (mod p) 
解 的 个 数 ， 以 上 同 余 式 的 解 指 RCV m) 里 的 整数 。 
证 .用 归纳 法 证 明 ,! = 1, 自 不 必 证 , 设 1 宇 2, 整数 x1 一 
4 十 50 是 f(x) 三 0 Cmodp"!) 的 一 个 解 ， 可 设 0 志 4 < 一 六 
0<b 二 p 下 ， 则 


jx py) fa + py rd) Cmodp), (9) 
而 pHfCxD，( 芋 ) = 一 1， 由 性质 1 知 ,， 寻 3 + yf Ce) = 0 


(mod p) 有 淮 一 的 》 模 p, 使 “1 十 py 是 1(x) 三 0 《mod p') 的 解 ， 
这 里 ,显然 , f(x) = 0 (mod p"!) 不 同 的 解 给 出 f(x) = 0 (mod p') 
不 同 的 解 . 
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反之 , 任 给 二 w 十 v6 是 f(x) 圭 0 Cmodp!) 的 一 个 解 , 显 
然 5 可 表示 为 二 p's 十 而， 这 里 ;是 RCV m) 的 整数 , 5 一 
《w) pi 十 《v)pm9 是 1(x) 三 0《modp""!) 的 一 个 解 ,s 是 唯一 的 .- 
如 果 一 w' 十 v9 是 f(x) 二 0 《modp') 的 另 一 个 解 , 则 § 尘 5 
《mod p!'), 而 5 可 表示 为 上 一 p's' 十 而 ， 这 里 ”是 唯一 的 ， 
划一 (xp 十 (oor0 是 f(x) 三 0 (modp'"') 的 一 个 解 , 则 有 
i 和 $1 (mod prD ,反之 二 一 总 ,可 由 (9) 知 =” (modp)， 从 而 
推出 5 一 上 一 p's 一 二 0 《mod p!')， 得 到 矛盾 结果 ， 这 就 
证 明了 在 性 质 4 的 条 件 下 , f(x) 二 0 (modp') 和 f(x) 二 0 Cmodp"") 
解 的 个 数 相等 ,从 而 完成 了 归纳 法 证 明 . 

现在 我 们 引 人 环 Pie(6) 上 序列 的 循环 卷 积 和 长 为 N 的 DFT 
.的 定义 ， 

设 序列 xish (i 二 0, 1,…sN 一 1) & Ln《9)， 它 们 的 循环 
卷 积 是 指 


Drow (一 0 一 1 
设 变换 
Xk = 3 x 《& 一 0， 1 N— 1), «é laC0) (10) 
和 
有 朔 变换 ? 
Xn 3 Xio™* (n=0,1,...,N— 1), 


、 x=0 
并 有 循环 卷 积 性 质 
X 一 YE 一 0 1 N 一 1)， 
则 称 G10) 给 出 的 变换 是 Fez(6) 上 的 一 个 长 为 N 的 DFT， 这 里 


一 5 om 
n= 二 0 
N-1 
一 >， yn (R=0,1,..…,N— 1). 
# 一 0 


1)》 可 以 证 明 , 逆 变 换 的 形状 可 由 定义 的 其 余 条 件 推出 , 
ae 了 J69 。 


一 


用 第 三 章 $2 和 1 ee 


要 条 件 是 Cy, Ww 且 
5 (ey =0 (#=1,.…, NC— 1). 
下 面 我 们 将 给 出 几 个 构造 性 的 结果 . 
定理 2. 设 M 一 gr…gh,， giCi 一 1, .…, +) 是 不 同 的 奇 
素数 , 目 满足 ( 呈 ) 一 一 1 G3 一 1,……，r)， 则 (C10) 是 环 we) 


上 长 为 YX 的 DFT 的 充分 必要 条 件 是 (V, M) 一 1, oi 是 环 lan(0) 
的 NN 次 单位 根 , 且 om 是 GF(9?) 的 N 次 本 原单 位 根 (i 二 1,…… ,7+)， 
这 里 c(o) 一 (a, …, or) & Smo)。，o 是 由 (8) 给 出 的 同 构 映 


证 , 设 (10) 给 出 的 变换 是 pex(2) 上 的 DFT, 则 (N, M) = 1， 
Dy = (=1,.", N71), | 
. 下 1= : | 
之 Co = 0 (modgh) GG=1,., ru=1,..…,N— 1), 
于 是 
oO 一 工 盖 (ci 一 3 wo = 0 (mod 98), 


即 是 7299) 的 N 次 单位 根 Gi 一 1。 …。r)， 又 如 存在 某 对 
上 委 x 私信 一 1， 1<<i<r, 使 gle? 一 1， 则 由 


太一 1 
2 《of = 0 (mod qi), 


可 得 gi|N, 与 (Ns, M) = 1 矛盾 ， 必 要 性 已 经 证 明 ， 
现 证 充分 性 ， 由 RCV 7 ) 的 基数 人 一 4m 或 mw, ( 王 ) 一 一 1 
G=1,.*..,7), 故 [9j] (人 一 1， rr) 是 素 理想 ,而 


N~1 
(of — 1) >) (a)! = (of)N — 1.= 0 (mod [gi11) 
i=0 


(一 1，……， rw 一 1 N 一 1) 
[gq;l4eor 一 1G 一 1。 2 一 1 AN 一 1)， 
由 理想 数 的 唯一 分 解 定理 可 得 


b> (a)ie=0 (mod gh i) 《一 *… ,7), 
青 由 同 构 映射 得 
0 =0o7 (0,0,....,0) 


一 fr "(5 We), 。。 3 Co 


7=0 
N-1 
一 名 Ce (一 1， 一 1]D)， 


而 (Ns, M) = 1， 改定 理 1 知 ， Q10) 给 出 pe(6) 上 一 个 长 为 
的 DFT. 


G 一 1,…，r)， 存在 LC0) 上 上 长 为 N 的 DFT 和 和 人 
是 NICq? 一 1,…, 2 一 1). 

证 . 由 定理 2 立即 可 得 必要 性 N|(9i 一 1 至 一 D. 现 
设 NI 一 1 全 一 1 故 CV， MD) 一 1 且 存 在 GF(4q?) 


ea2D 一 1) 


的 次 本 原单 位 根 fC = 1，.…，r )。 再 设 w 一 pi (i 一 
1, .…, +r)， 用 第 三 章 $2 的 算法 二 类 似 可 证 of 三 1 (mod gg;) 
一 1,…,7?), 且 易 知 二 pCmod qi) (i 一 1,…,7), 这 
就 证 明了 ec = om,……, o) 合 定理 2 的 条 件 , 故 存在 Pia(6) 上 
长 为 N 的 DFT. 


Gi = 1, 7), a ,1), ee 
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的 DFT 有 mwCN) 个. 
证 。 由 于 N| (Co 一 1 2 一 1)， 则 GF(q)) 中 恰 有 pCN) 
个 NN 次 本 原单 位 根 ii ……， Boow,is 则 得 出 ay 一 6 全 


qa) 


oy)i 二 pol 共 gCN) 个 129X(0) 的 N 次 单位 根 ,而 对 1 专 
六 一 户 生 9(N)，w 关 my， 《mod 9 门 ， 否 则 推出 pi 二 Pi, 
(mod qi;), 这 将 得 到 一 个 矛盾 结果 ,于 是 GF(gq?) 十 .… 填 GF(4:) 
的 gp"(N) 个 不 同 的 元 素 
CBis bios Bi Ll Ef PN) 一 1 7) (11) 
产生 Se(9) = 742(6) 十 .… 十 11299) 的 p'CN) 个 不 同 的 元 素 
jots G29 ss Gin)s 1 EF PN GCG=1,..,7), (12) 
故 由 同 构 上 映射 coil oo 一 wa 得 出 IxxC0) 中 gp"( 和 ) 个 
”不 同 的 c, 即 Pa(96) 上 长 为 N 的 DFT 的 个 数 了 宕 pCN). 
现任 给 一 个 长 为 N 的 DFT, 由 定理 2, 即 给 出 一 个 ce 7uz(2)， 
ol0) 一 ao) 二 是 Tan 的 N 次 单位 根 , 且 是 GF(93) 


的 Y 次 本 原单 位 根 , 故 此 “对 应 (11) 中 的 一 个 元 素 , 现 设 ww (此 
处 col) 一 《@i,…, 0) 给 出 DeG6) 上 一 个 长 为 N 的 DFT) 对 
应 《11) 中 同一 个 元 素 《pH ”9 fio,)» 而 0, 0 均 适 合 ， 
z=1(modg) (=1,.,7), (3) 
易 知 00 3 os 均 为 la10) 的 六 次 本 原单 位 根 , 故 Ci5 of ” ”3 oy 是 . 
(13) 的 N 个 不 同 的 解 ,由 性 质 3 和 性 质 4 知 , 它们 是 (13) 的 全 部 
解 ,于 是 . | 
node G=1,7) (Sn<N), 
但 oi 二 6 三 bi 《mod qi) , 故 有 


Bi = (mod qi) 
而 ( 吕 ) ~ 一 1。 上 式 推出 py = 1 Cmod 40。Nl# 一 1 即 得 


太一 1。 于 是 or = oili 一 1 …， 7 7) 便 有 ac 一 w, 故 了 < gp(N), 
这 就 证 明了 T = gCN).， 
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tb A 


r=2"+1=— gr, 


1 > 1。gw; 是 不 同 的 素数 ， 汪 尼 (之 一 一 1 C= se ss 


i= 1 7)， 则 环 L126) 六 2 的 DFT 当 用 长 为 


上 GD) i 来 出 

证 ， 因 为 有 ,的 每 一 个 素 因 子 形 如 人 2v2 十 TOk > 0)。 以 及 
定理 3, 即 知 存在 Pie(6) 上 长 为 2wt+s 的 DFT, 再 由 定理 1 知 存 
在 (10) 中 的 a 满足 


之 (oj 二 0(modM) (=1,, 2 — 1), 
而 
(CF,,, ,3) 一 1 (li<Iier), 
由 性 质 2 知 | 
Le(0) ~ SC0) = Ir2 (0)+ +* + lr (0), 
同 构 映射 of 由 (8) 给 出 。 此 时 ,ole) 二 《ms,……, %)， 给 出 


221 一 3 一 1 


2) Cf)’ = 0 Cmod Fs) 
i=0 
(人 一 1, “tf 一 1, 3 22tt3 一 1)， 


了 ms .or 分 别 给 出 12.C0) 上 的 长 为 2 的 DFT (i 一 


1 静 可 分 别 在 芭 (9》 上 求 出 序列 的 卷 积 ,再 由 or: 求 出 


Ta(6) 上 序列 的 卷 积 、 这 与 第 三 章 $9 用 孙子 定理 减少 字 长 的 道 
理 是 一 样 的 。 
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应 用 定理 5 时 , 需 先 求 出 mw。 …，w。 这 可 用 定理 3 证 明 中 的 
方法 先 求 出 GF(9i.) 中 的 2 次 本 原单 位 根 wi (% 一 1,.…， 


a? (I, 1) 


2?), 再 求 出 1ev4w:《9) 的 N 次 本 原单 位 根 ur 一 wh 《一 


1, > 5， 由 lr2 (0 lm, 1 (0) 十 …… 二 160) 的 同 构 映 射 


0， 则 oC, 73 "9 Os ;) 一 即 所 求 oz 一 1， "> 7 )。 
至 于 一 般 的 利用 1 94(0) 先 算 卷 积 ， 再 用 性 质 : 2 求 C0) 中 


. 的 卷 积 时 如何 先 求 oi 一 1,…, +r)， 定理 3 的 证 明 已 给 出 一 


般 算 法 ,下 面 的 例子 就 不 具体 计算 m 了 . 加 
例 1. 取 RCV 3)， 其 全 体 整 数 为 “二 bY 3, a,bEZ， 
N = 32, zi = at bv 3, hi= ct dV 3, mx (lal,|b|)< 


20， max (|ci|,14|) < 2:, 因 2 2.25 .20.23 一 24 一 FF， 3 - 


Fs 故 可 取 M 一 Fa* Fs* PF， 全 )- 人 二) 一 二) 一 一 2 由 


定理 5, 可 分 别 在 [7;(0)， L530), Tr:(0) 中 求 序列 的 卷 积 , 字 长 由 


F, 定 , 即 32 位 便 可 . 

在 应 用 方面 ,有 实际 意义 的 是 求 复 整数 的 卷 积 . 

例 2. 取 RO),， N=64,。 x 二 a+ bi,. hl=ce+dii, 
max (Ja]l, [8[) 2°, max (lel, ld) 委 28， 因 2. 22 27. 
2 一 2%。25 < 2% < 23， 直 接 用 $ 1 的 方法 ， 机 器 字 长 需 62 位 ， 
| 的 M = 二 (2 一 1)*2? 一 1), 需 30 位 ,或 


一 《2 一 1)X23 一 1), 仅 需 28 位 ,这 不 但 可 以 减少 字 长 ,而 且 


对 凡 可 有 到 种 选 汉 以 返 关 计算 机 的 字 放 


”DD mw 三 3 (mod 4)， 在 还 PizCg) 上 计算 RCV 而 ) 的 整数 的 着 积 时 5 还 必须 满足 


N=-—1i M 
Dj Casl [ee + HlBrllden iw!) < 7» 
t=0 


N=! M 
Dy (164| [cee-ewl + lor] ldes-ayw!l) < 了 了 。 
t=o 
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$ 3. 在 分 圆 域 里 计算 卷 积 


为 了 计算 分 圆 域 里 整数 的 卷 积 ,与 过 去 的 方法 相同 ,仍然 是 通 
过 引入 分 贺 域 的 整数 剩余 类 环 上 的 DFT 来 计算 ， 本 节 主 要 给 出 


”分 圆 域 的 整数 剩余 类 环 上 DFT 存在 的 充分 必要 条 件 \ 它 的 构造 以 


及 全 部 变换 的 个 数 ， 
1. 变换 的 构造 

设 是 复数 域 上 的 一 个 = 次 本 原单 位 根 ， 在 第 五 章 $ 10 中， 
我 们 已 经 证 明了 域 RC7) 是 一 个 p(w) 次 的 正规 扩 域 ,7 的 定义 多 
项 式 是 分 圆 多 项 式 


r(x) 一 I (x — 7 ), 
(DE . 
称 Ry) 是 p(w) 次 的 分 加 域 ,1 ,1,… ,7 是 ROW) 的 一 组 整 
底 , 而 且 当 p(x) 模 g 不 可 约 时 , fd] 是 素 理想 数 , 这 里 4 是 有 理 
素数 。 于 是 ,我 们 有 
性 质 1. 设 M >1，M 是 奇数 ， 


Fm)—1 


Doon) ={ Damlae Zu G = 0 GD 一 DCD 
在 C1) 中 定义 加 法 


中 (oz) 一 Pn)-1 


oz- 
之 a 十 之 bi 一 六 (as 十 Biya (2) 


和 乘法 

Tin) -1 (2z) 一 1 Tn)—1 

2 Ci * 之 | bin’ = 2 《radu (G3) 

. - pn)-1 - 

C3) 中 eg(z) 一 po(ed(z) + re), fx) 一 D) aixi', g(x) 一 
wn)—l 
D2) bix', r(x) 一 之 rixi。 则 对 于 运算 (2) 和 (3)，1ureo(Cz) 构 
ic0 
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成 一 个 有 单位 元 素 的、 元 素 个 数 是 M”” 的 可 换 环 .如 果 M 一 4 
是 一 个 素数 , pw(x) 模 4 不 可 约 , 则 Ts?7 成 域 ,此 时 记 To 


.为 GF(q™"), 


与 二 次 域 的 情况 一 样 , 我 们 常 把 环 IxrerX《w) 也 做 RD 的 整 
数 模 M 的 剩余 类 环 ， 
性 质 2. 设 M > 1, M 是 奇数 , M 一 mms (mi, mj) 一 1 
(1 和 2 之 jj 所 7)， 定 义 环 1 中 y) 一 1 7) 的 直 和 是 
SuemG) 一 Tmpen tn) 二 Ln) 
= {Cas 0) |o€ Jo CF 一 1 7)}, 
在 Swem(w) 中 定义 加 法 - 
(ao) 十 (8 sb) = at Bs, t+ PB,) (4) 
和 乘法 
(ol or)(C8 ,Bb) 一 (ap ***, oP), (5) 
则 映射 ; | 


Tn)—l P(x)—1 


s(n) = (Bm om， 


是 Jue(7) 到 Syrm《%y) 的 同 构 映射， 
性 质 3. 设 4 是 一 个 奇 素数 ，p,(x) 模 9 不 可 约 , 则 有 
1) 同 余 式 、 


f(x*) 一 > cix’ = 0 (mod 9), 


ci€ Z(n) CG =0,1,..., 1), (7) 
在 ZC) 中 解 的 个 数 < w。 重 解 计算 在 内 ,这 里 


qln)—1 


Zz) ={ 5) em oe Z G=0,1,.°°, pC)~—1))}, 


i=0 


解 的 个 数 是 指 非 同 余 的 解 的 个 数 ， 
2) 如 果 (7) 与 了 (x) 三 0 (mod4) 无 公 解 , 则 同 余 式 
f(x) 一 0(modq2 (>1) 
解 的 个 数 与 (7) 相同 ， 以 上 同 余 式 的 解 均 在 Z(x) 上 讨论 ， 
设 序列 zi pe Tau) 和 一 0 1 一 1)， 它 们 的 特 
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人 一 1 


= how (z=0,1,..,N— 1). C8) 
设 变换 
一 3 tao, woE Tar Cn) (R= 0, 1 NO— 1) (9) 
有 有 全 环 闪 性 区 
bE Dh yo (一 0,1……,V 一 1)， 


且 有 北 变 换 ?, 则 称 C9) 给 出 的 变换 是 Tueco(y) 上 一 个 长 为 的 
DEFT 。 
用 上 一 节 类 似 的 方法 可 证 下 面 的 定理 ， 
定理 1. 设 M = 全-…4y。，9p,(z) 模 4 不 可 约 。9; 是 不 同 的 
奇 素数 C 一 1， 人 C9) 是 few) 下 个 作为 DFT 的 


区 入 本 单位 G1 本 这 里 bo) C0, 0) 
E Sur(")(). 

定理 2. 设 M 一 4f…q)r, pu(x) 模 gi 不 可 约 , 9; 是 不 同 的 
奇 素 数 《; 一 1,.…，)， 存 在 ve) 上 长 为 N 的 DPT 的 分 
必要 条 件 是 N|(g?Y 一 1,-……, gqg?" 一 1)， 

定理 3. 设 M = qf ql， 和 qi 不 可 约 , 9; 是 不 同 的 
奇 素数 (==1,…, 7), NI(g? 一 1 43 一 巧 。 则 Je) 
上 上 长 为 N 的 DFT 恰 有 gp"N) 个 . 
2. q(x) 模 4 不 可 约 的 充分 必要 条 件 

上 和 节 构 造 DFT 时 ,用 到 条 件 p(x) 模 g 不 可 约 , 自 然 会 问 , 是 
否 对 每 一 个 给 定 的 "。 都 存在 素数 4, 使 分 圆 多 项 式 p。(*) 模 4 不 


1) 不 难 证 明 ,其 道 变换 形 如 
和 Ne 0 
k=0 
”其 中 ,NN-! 二 1 (mod M)。 
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可 约 ? 利用 第 五 章 $ 10 中 关于 分 圆 域 R(x) 上 主 理想 数 [9] 的 分 
解 结果 可 得 下 面 的 定理 , 它 完 全 回答 了 这 个 问题 ， 


定理 . 设 9 是 一 个 素数 ，z 阶 分 圆 多 项 式 pw(x) 模 4 不 可 约 


多 分 必 事 条件 是 217 4 昌 模 "的 二 个 诛 要 束 41o9 一 27 
2m, 2¢m, 2 是 加 的 一 个 原 根 。 | 


证 . 如 果 gu(x) 模 4 不 可 约 , 因 为 1, FI?! 是 RCT) 
的 一 组 整 底 ， 显 然 index w 一 1。 由 第 五 章 $ 9 的 定理 1 知 [9] 为 


素 理想 数 ， 当 4fn 时 ,由 第 五 章 ; 10 定理 2 知 加 太一 1, 即 4 一 
pCx)，4 是 模 ? 的 一 个 原 根 ， 当 4j” 时 ,由 第 五 章 $ 10 的 定理 3 
知 ,此 时 必须 有 pCg) 一 1， 且 中 2 一 1。 这 就 推出 9 一 2, 一 


2m。24+m。，2 是 模 的 一 个 原 根 ， 

反之 , 设 4tn, 4 是 模 zw 的 一 个 原 根 ,由 第 五 章 $ 10 定理 2 知 ， 
[9] 是 RC(w) 上 的 素 理想 数 ,再 由 第 五 章 $9 定理 1 知 pa(x) 模 4 
不 可 约 。 或 者 当 qln, 9 一 2， 2 一 2m，2tm，2 是 模 坟 的 一 个 原 
根 , 同 理 可 证 pa(x) 模 2 不 可 约 . 

推论 1. 设 p 是 一 个 奇 素数 ,n 一 户 , 2 之 DD 或 4 一 4， 
则 存在 无 穷 多 个 奇 素数 4 使 p,(x) 模 4 不 可 约 ， 

证 . 由 第 一 章 $ 3.5 定理 1 知 ， 此 时 ”存在 原 根 *， 且 满足 
《pz。22) 二 1， 而 

2nR+v (KX=0,1,..*), (10) 

沟 为 4 的 原 根 ,在 (v, 2#) 一 1 时 , 级 数 (10) 给 出 无 穷 多 个 奇 素 
数 Y, 使 ps(x) 模 4 不 可 约 ， 

推论 2. 设 4 二 了 是 一 个 奇 素数 ,的 原 根 是 素数 4 时 , 则 

gp(x) = rr 二 x? 二 "十 x 十 1 

模 ?不 可 约 ， 

这 些 推 沦 告诉 我 们 ,分 回 域 的 整数 剩余 类 环 上 的 DFT 可 大 量 
构造 出 来 . 

下 面 给 一 个 例子 。 
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人 


例 , 设 = 5，M 一 人 gp 索 数 4 一 22 一 1， 四 是 形 
如 4z 十 3 的 素数 GG= 1 人 ,7?), 机 二 二 …… :二 4,， 由 于 2 
是 模 5 的 原 根 ,所 以 q; 二 2 (mod 5) (i 一 1,.…, 7?) 都 是 模 5 的 
原 根 ,而 x* 十 x 十 x 十 x 十 1 模 4; 不 可 约 GG 一 1,…,+), 故 
可 构造 出 长 为 NCN|T(4i 一 1,…, 9 一 1)) 的 1x(w) 上 的 DFT， 
当 序列 的 长 度 是 2 的 方 容 时 ,可 卷 积 的 最 大 长 度 是 N = 2*7, 
3. 关 于 实 分 圆 域 

设 7 了 是 一 个 4 次 本 原单 位 根 ，RCn 十 7 中. 是 ROW) 的 最 大 实 


子 域 , 称 实 分 圆 域 ,其 次 数 为 22, 这 里 » > 2. 于 是 ,9 十 全: 满 


足 一 个 首 项 系数 为 1 的 、 次 数 为 -22 的 、 有 理 整数 的 不 可 约 多 
项 式 . 我 们 来 证 明 下 面 的 定理 . 


on), 
再 设 0> FA 一 TG 1< 
i=1 
4<%< ** < hye) < ns Cn 7) 一 1 一 1，…， p(n)), 则 
证 . (&， Dl eh G1 pn), 
且 8 一 Royin) 一 Rk1, La Rgtn)—1 一 R2, Li Rocn)—2 一 Rs, ”一 
i 一 Kocn)» 一 般 地 ， 可 表示 为 2 一 Ki 一， i 十 了 二 p(n) 十 1， 
1 委 i 7 和 9(2): 7 在 R 上 Go 个 共 力 数 可 设 为 7 一 1 (二 1)， 
7? 一 UE 。。。 ,0)) 一 Dp), 设 o 一 了 7 十 ?1! 一 也 十 212 1 P 
在 R 上 的 其 斩 数 为 op 一 了 7 十 了 1021 一 ni 十 nD 一 - nt i 十 
UW (i 二 1,***, p(n)), 而 0 一 0 CT 人 一 1……， 2 )， 


于 是 由 第 五 章 $ 2 定理 5 知 Fs(x) 是 po 一 7 十 六 :在 R 上 的 定义 
多 项 式 . 

由 于 1, p,"…,p? ”是 RCp) 的 一 组 整 弃 , 设 MW >1，M 
是 奇数 , 设 


2 


-{ : > ao' las€EZ (C0... 2 


i=0 2 


2) 
Zi ? 


p(n) 


类 似 上 地 的 运算 (2) 和 (3), 可 证 明 4p) 成 环 , 叫 RCp) 的 


整数 模 愉 的 剩余 类 环 。 这 样 一 来 ,可 类 似 地 定义 环 Iw 
DEFT。 上 一 节 的 全 部 性 质 和 定理 ,可 用 同样 的 方法 推出 , 例如 能 够 
证 明 下 面 的 定理 . 
定理 2, 设 M 一 4h.…gr， F(x) 模 4 不 可 约 ,4 是 不 同 的 
奇 素数 (i 二 1 …， +)， 存 在 Iw 全 (p) 上 长 为 N 的 DFT 的 充 


ov( m0 


分 必要 条 件 是 NI Cg 了 一 1,… ,qr 了 一 1). 

此 外 ,因为 RCp) 是 Rm) 的 子 域 ,所 以 [9g1C4 是 有 理 素数 ) 是 
R(m) 上 的 素 理想 数 ， 则 一 定 也 是 RCp》 上 的 素 理想 数 . 于 是 , 若 
qn《x) 模 9 不 可 约 , 则 [gq] 是 RC(Y) 上 的 素 理想 数 ， 因 而 [9] 也 是 
R(p) 上 的 素 理 想 数 ,再 由 第 五 章 $9 的 定理 可 知 对 于 这 样 的 4。 有 

F,(x) 模 4 不 可 约 。 这 就 证 明了 下 一 个 定理 ， 

- 定理 3. 设 "> 2, 9 是 一 个 有 理 素数 , 如果 glx) 模 4 不 可 
约 , 则 F,(x) 也 模 9 不 可 约 ， 

4. 关 于 一 般 的 代数 数 域 

前 面 ， 我 们 完全 解决 了 二 次 域 和 分 圆 域 的 整数 剩余 类 环 上 的 
DFT 存在 的 充分 必要 条 件 、 算 法 和 个 数 ， 那 么 在 一 般 的 代数 数 域 
R(6) 里 又 如 何 呢 ? 前 面 的 证 明 依 赖 于 二 次 域 的 整 底 1, VY m (或 


1， Vm+1) 和 分 圆 域 RC7) 的 整 底 1，7,…; yzo) 的 形状 ;而 


在 一 般 的 代数 数 域 中 ,有 时 这 样 形 状 的 整 底 根本 不 存在 ， 然而, 利 
用 RC(9) 的 任 一 组 整 底 m%,'…，c。 和 有 关 主 理想 数 [4] (9 是 有 理 
素数 ) 分 解 的 结果 ,仍然 可 以 把 前 面 的 全 部 结果 推广 到 任意 的 代数 
数 域 上 去 , 这 里 就 不 详 述 了 。 有 兴趣 的 读者 可 查阅 书后 所 附 的 有 
关 文 献 ， 
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第 七 章 ”任意 环 上 具有 循环 着 积 
性 质 的 可 逆 变 换 


$1 引 证 


在 第 二 ,三 ,六 章 中 ,我们 曾 分 别 讨论 了 复数 域 上 、 整 数 模 M 的 
剩余 类 环 上 、 二 次 域 和 分 圆 域 中 整数 剩余 类 环 上 计算 卷 积 的 问题 。 
本 章 里 ,我 们 将 讨论 在 任意 抽象 环 上 计算 卷 积 的 问题 ,以 期 使 读者 
对 各 种 具体 环 上 的 DFT 构造 有 一 个 系统 的 全 面 的 认识 

”从 前 面 的 讨论 知道 ， 各 种 环 (复数 域 自然 也 是 一 个 环 ) 上 的 
DFT 型 变换 均 具 有 了 两 条 重要 的 性 质 , 即 有 所 谓 “ 循 环 卷 积 性 质 * 和 
有 逆 变 换 存在 ， 反 之 , 容易 看 出 , 凡 具 有 这 两 条 性 质 的 变换 (本 章 
中 将 简 记 为 CRT) 便 均 可 用 来 计算 两 个 序列 的 卷 积 (自然 ,它们 不 
一 定 可 进行 类 似 FFT 的 快速 演 段 ). | 

我 们 知道 ， 在 复数 域 上 ， 具 有 循环 卷 积 性 质 的 可 逆 变 换 必 为 
DEFT， 亦 即 在 复数 域 上 DFT 是 CRT 的 唯一 构造 ， 因 此 ,我 们 自 
然 会 问 ,数论 变换 ( 即 环 Zw 上 的 DFT) 是 否 也 是 环 Zw 上 之 CRT 
的 唯一 构造 昵 ? 一 般 地 ， 是 否 在 任意 环 上 凡 具 有 循环 卷 积 性 质 的 
可 逆 变 换 均 必 为 DFT 型 变换 呢 8 亦 即 。 是 否 在 任意 环 上 ，DFT 
构造 也 是 其 上 之 CRT 的 唯一 构造 呢 ? 若 否 ,那么 两 者 之 间 的 相互 
关系 如 何 呢 ? 它们 各 自 存在 的 充分 必要 条 件 是 什么 呢 ? CRT 及 其 
遂 变 换 的 一 般 构 造 又 是 什么 样子 昵 2 在 本 章 中 ， 我 们 将 对 这 些 问 
题 给 予 一 般 性 的 解决 ,并 以 环 Zw 为 例 进行 具体 的 剖析 ， 


$ 2. 任意 环 上 的 CRT 
本 节 中 ,如 无 特殊 声明 , 概 以 KR 表 示 任 意 一 个 有 单位 元 素 的 交 
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换 环 ( 有 限 或 无 限 均 可 )， 因 为 复数 域 , 环 Zu 和 二 次 域 ,分 圆 域 中 
的 整数 剩余 类 环 都 是 有 单位 元 素 的 交换 环 。 故 本 节 所 得 的 全 部 结 
有 果 对 于 它们 均 能 成 立 

环 R 上 一 个 矩阵 为 工 、 长 为 N 的 变换 是 指 由 下 式 


六 一 Tz 
”所 确定 的 变 尺 中 任意 长 为 NN 的 序列 为 R 中 另 一 长 为 NN 的 序列 芝 
的 一 个 变换 ,这 里 
x0 X, to,o lo, Nl 
#2=| | | 
ty Xv Ni 0° * “LN, NA 


‘xis Xis ti ER (i,f1= 0, 1,..*, NC— 1). 


环 R 上 一 个 矩阵 为 了、 长 为 入 的 变换 具有 所 谓 “循环 卷 积 性 
质 ”, 是 指 对 R 中 任意 两 个 长 为 N 的 序列 *,X 和 它们 的 循环 卷 积 
hoh “hh 
Yo MIN 1 Xo 


» | =3=—2*j=| > 
YN hvahn2 "hol YXN- 
即 
N-1 
y= Dyxahaay KR=0,1,..,N—1) 
n=0 ~ 
若 令 _ _ _ 
= TX, Y=73,， 匡 = 72%, 
则 常 有 


Yi=Hi*: Xe KR=0,1,..*,N—1). 
为 方便 起 见 , 引 入 下 之 : 
定义 1。 环 R 上 一 个 长 为 的 具有 循环 卷 积 性 质 的 可 逆 变 换 
称 为 环 R 上 一 个 长 为 N 的 CRT. 
一 个 主要 的 定理 是 下 面 的 : 
件 是 ,存在 元 素 we R Gi 一 0 1，…， NN 一 1) 适合 
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Ot 0 
D T= | | (1) 
1 av- oN 

ii) or 一 GG=0,1,..,NO— 1); 


ii) 对 0 过 i 过 j <N 一 1 一 % 的 逆 元 素 均 存在 . 
证 。 设 变换 矩阵 为 
too *** to,N~ 
,Nl 


i so 
T=| ” ,ER GG,j=0,1,..., N—1). 


ae 


LN ,0° 1- Nl 


则 由 循环 卷 积 性 质 知 ， 对 尺 中 任意 两 个 长 为 N 的 序列 x,, h 和 它 
们 的 循环 卷 积 y。 (> 二 0, 1, -…,N 一 1) 均 应 有 


N-1 N-1 N—1 
(BD ans)(D) tinhin) = Dy ty 
n=0 m=0 i=0 
即 
N-1 N-1 N-1 N-1 
大 nfk mXnhim 一 Xr 4 iany 


(R=0,1,...,N—!1 
今 先 取 定 C7 0 1, 0，…'。07)， 再 顺 次 取 
Chos'**, hn)—=(1, 0,0,...,0); (0,1, 0, 0 
0, 1), 这 里 的 6 和 1 分 别 表示 环 玉 中 的 震 艺 素 和 单位 元 素 . 即 可 
得 到 


N—1 
加 1” 办 0 一 了 >， fk, hay = fl 


i=0 
N-1 


el" BR 一 > kh a 一 fr,2, 
1=0 


N-1 

tel kN~2 一 >， Eks 1h dN = fh, N13 
1=0 
N-1 

2 LN 一 >) zf -DON 一 tho 
i=0 
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(人 =0,1,..…,NC— 17)， 由 此 立刻 得 到 


1 一 大 (2 委 2 委 N 一 巧 . 
ko 一 大 1 C2) 
zit 一 玖 于 : 。 
因此 , 若 记 2 一 m% (一 0 1 N 一 D， 则 得 
OV oeo a 
小 一 oa oP , 


ee 


从 而 知行 列 式 


17| 一 m .omvov oa。 ok R. 

又 因 7 存在 , 故 |7T|"' 亦 应 存在 ,从 而 知 ox* (R=0,1,, 
N 一 1) 存在 ， 于 是 由 (2) 可 得 oR =1 (= 0, 1,.…,N— 1) 
且 T 合 (1), 由 (17 知 。 
ij] 一 I 《o 一 0i), 


0&i<i<N-—1 
再 由 7" 存在 知 〈oi 一 0)™ 存在 ， 必 要 性 已 得 到 证 明 ， 
今 车 定理 之 条 件 成 立 , 则 由 让、 说 ) 知 7 存在 ,所 以 变换 可 逆 . 
又 对 任意 整数 4 (0 志和 NN 一 1), 由 说 知 


—1 从 一 上 


N— 
Yi = 5 ey, DD eRe 
m=0 
一 3 jc 总 ok hpy 


一 


3 xjok E gle- DNh emiyy 


了 一 由 =0 
N-1 N-—1 

= Dr >) okh, = Xe Hi 
j=0 =0 


改 条 件 充 分 ， 至 此 定理 全 部 证 毕 . 
定义 2， 环 R 上 矩阵 有 形状 
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7 一 , 《3) 


1 Ql. 。 0 

的 一 个 长 为 NN 的 CRT 称 为 环 R 上 一 个 长 为 N 的 DFT. 

由 此 可 知 , 环 R 上 的 DFT 只 是 环 R 上 的 一 类 特殊 的 CRT， 还 
应 指出 的 是 ,与 前 面 讨论 各 类 DFT 时 所 给 出 的 定义 相 比 , 定义 2 
中 没有 把 关于 逆 DFT 的 具体 构造 作为 要 求 写 人 。 因 由 下 面 的 定 
理 2 知道 ,这 一 要 求 是 不 独立 的 ， | 

定理 2， 存 环 R 上 ,着 长 为 N 之 CRT 存在 , 则 必 N" 存在 , 且 
CD 之 唯 -的 闻 第 聊 为 


1 1 oo»。 1 


(4) 


ee 


一 [一 | pe | = 
oo D grtN D.,.g NNID 


和 证。 由 定理 1 之 条 件 i 知 , 若 令 
fi(#) = xt wrt 
则 有 : 
x*N—l=(x— of(r) + eo—1l=(C— of (Cx). 
再 由 定理 1 条件 记 、 放 ) 知 ，q，……, ow 必 均 为 有 (x) 之 
根 。 故 又 可 得 
h(x) = (x 一 oa)flx), 

如 此 经 NN 步 后 可 得 

2 —1= x ox — om) — dy) (5) 
和 、 

f(x) =,(x 一 加 7) "(x 一 oN). (6) 
于 是 , 由 《6) 及 (wj 一 oo (i 二 1,2,'…,N 一 1) 存在 便 
知 

NM 一 人 一 on 


lj 和 N 一 1 
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存在 ， 
又 由 (5) 可 知 
0 一 0 一 一 ON! 一 0， ON 一 一 TD)x+L， (7) 
这 里 , o 表示 ms movr-l 的 初级 对 称 多 项 式 (! 一 1, 2,.……， 
7 
1 i A ji 3 i 
es Oo 4 tt 关上 天才 
i 一 了 时 是 显然 的 . i 去 7 时 , 若 i >j, 以 N 十 7 一 i 代替 j 一 i 即 
知 , 只 需 证 明 1 委 ! 委 N 一 1 时 


-三 “=—0 (8) 
即 可 。 而 由 1 过 1 过 一 1 时 之 等 次 和 的 牛顿 公式 
$1 一 Sm 十 Si-202 一 …… 十 《一 1 一 Sior- 十 《一 1)5o 一 0 


及 (7) 式 便 知 (8) 成 立 ， 定理 证 毕 . 

由 定理 1 和 定理 2 及 定义 2 立刻 得 到 下 面 的 结论 : 

推论 1， 环 R 上 长 为 N 之 DFT 存在 的 充分 必 要 条 件 为， 存在 
w€ R, 适合 
De=1, 

i 对 1 过 + 过 N 一 1, ww 一 1 之 逆 元 素 存 在 , 

推论 2。 在 环 R 上 , 若 有 长 为 N 之 DFT 存在 , 则 必 有 NN™! 存 
在 , 且 其 逆 变 换 之 矩阵 为 

1 1 ... 1 

Nl) 


ee 


人 
1 or~'V-0。 ND 


在 下 节 中 将 看 到 ,一 般 情形 下 , 环 R R 上 着 有 长 为 X 之 CRT 存 
在 , 则 其 中 既 有 DFT. 更 有 大 量 非 DFT 的 CRT. 为 进一步 弄 清 环 
R 上 之 CRT 与 DFT 的 相互 关系 ,我 们 引入 下 面 的 定义 . 

定义 3。 若 环 尽 上 两 个 长 为 之 CRT 的 矩阵 可 只 经 过 行 的 有 
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和 


限 次 调换 而 由 此 得 彼 , 亦 即 , 若 构成 此 二 CRT 之 两 组 m, um。 …。 
ew 所 成 之 两 个 NN 元 集 相同 , 则 称 此 二 CRT 是 同 集 的 ， 
于 是 ,下 面 的 定理 成 立 
定理 3， 对 给 定 的 下 更 数 ,着 在 环 R 中 二 项 方程 
xz 一 1 一 0 (9) 


”证 ， 设 < 是 水 R 上 长 为 N 的 任 ” 个 CRT， 则 由 定理 1 条 件 
ii), 二 ) 及 本 定理 之 假设 可 知 ，m, am …， ew- 为 方程 (9) 之 全 
部 根 ， 

今 设 N = pl ……p。 则 对 任意 ,1 三 太志 :， 显然 方程 

1=0 C10) 
之 根 均 为 (9) 之 根 ， 又 方程 (9)、(10) 显然 均 无 重 根 ， 因 此, 在 
mm，m, ,aw 中 必 可 找到 (10) 之 全 部 根 , 设 其 为 oi, oi,……， 
ok oz 6 {m， Ws""", Ont} (1 i NENCD— 1)., 


如 果 NA > > 则 由 定理 1 条 件 证 ) 及 定理 2 之 证 明 可 得 
1 (x— (re— Op )» 
从 而 可 得 


0 = Cov/prt cx， ” "CaN 一 Onppe). 


因 必 e {m,:…, ow-4}， 将 由 定理 1 条件 证 ) 将 得 到 0 一 1 这 一 
矛盾 结果 ,因而 Ni < 2 二 必 成 立 . 
所 以 ,在 mw。'…，ow- 中 至 少 有 一 个 , 记 为 Bi, 且 适 合 
， px 一 1 天 0， 
由 此 易 证 BR 一 YhE fm ……，av-} 之 阶 为 pxt*。 进而 可 证 
< I YE {ms ou- 之 阶 为 N。 人 了 在 mw， 
Na 中 必 有 阶 为 N 之 a 存在 ， 例如 ac = om 则 中 ,am ,a 1! 互 


*» TI87。 


不 相同 且 均 为 (9) 之 根 , 故 {08, os, o 史 1 二 {ows uv Cn} 
从 而 适当 调换 了 之 行 的 顺序 后 ,了 即 具 有 (3) 之 形状 .证 毕 . 
推论 3 当 R 取 作 
i 任意 域 ; 
ii) 为 奇 素数 时 , 模 p! 之 剩余 类 环 2 p's 
证 ) 有 单位 元 素 之 整 环 ; 


iv) w 无 平方 因子 ，Legendre 符号 (2) 二 一 1 时 。 二 次 域 


RC Vw) 中 的 代数 整数 模 p! 之 剩余 类 环 1pxC9), 这 里 
Vm 当 m 三 2,3 (mod 4), 
6 一 la 十 WVm)， 当 六 三 1(mod4)， 


之 一 时 ,R 上 之 CRT 均 同 集 于 R 上 之 DFT. , 
证 ,站 ,i), 证) 适合 定理 条 件 是 熟知 的 。 iv) 适 合 定理 条 件 已 
见 第 五 章 ， 


$3. Zx 上 的 CRT 


本 节 中 将 着 重 讨 论 R 取 作 模 MM 之 剩余 类 环 Zw 的 情形 。 此 时 
易 将 $ 2 节 中 的 定理 1 和 推论 1 改 述 为 ” - 

定理 荆 . 设 M 一 外.… 的 ， 则 环 Zu 上 长 为 六福 CRT 存在 
的 充分 必 村 条 件 为 ,存在 整数 m。 or，……， ct & Zw， 适合 

字 扣 全 陈 了 具 有 CD 之 开 术 ; 

i) a =1(modM) (一 0.1…,N 一 1); 

十) 0<;</ 和 N 一 1 时 ，(o 一 ao pe)—1 (R=1,2,°°, 5), 

推论 1，Zw 上 长 为 N 之 DFT ( 即 NTT) 存在 的 充分 必要 条 
件 为 存在 整数 <E Zu, 适合 

DD oN = 1 (mod M); 

i) wa 模 pi 之 次 数 为 NC% 二 1, 2，…'，5)， 


”由 定理 1 知 ,车 2IM , 则 由 让 知 ，m%,*…, ow- 全 为 奇数 .而 
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由 洛 ) 知 , 当 0 二 i<j 二 N 一 1 时 , C@j 一 6@,2)=1. 当 N>! 


时 这 是 不 可 能 的 , 故 必 = 1， 因 此 ,我 们 在 讨论 Zw 上 的 CRT 时 


均 假定 MM 为 奇数 ， 
由 推论 证 条 件 ii) 知 ， NOGD) ~ Co.—1, ,ps — 1). 
反之 ;由 和 N10CM) 知 N|px 一 1% 一 1, 2,"…, 人， 牙 存 在 Bi 模 


pk 的 次 数 为 W， 从 而 存在 oa 一 Bi 模 zu 的 次 数 为 〈 见 第 三 
章 $2)， 再 由 孙子 定理 知 存在 a 二 wi (mod ph*》 《CR 二 1, 2,*……, 5) 
适合 推论 1 之 条 件 站, i 让， 这 就 得 出 了 关于 NTT 的 一 个 已 知 结 
果 , 即 下 之 : 
”推论 和 Zw 上 长 为 N 之 DFT 存在 的 充分 必要 条 件 为 

NIOCM)， 

对 Zu 这 一 特定 的 环 来 说 ， 我 们 可 进 一 步 证 明 推论 4 对 CRT 
亦 是 成 立 的 , 即 有 下 面 的 定理 ， 

定理 4 Zw 上 长 为 N 之 CRT 存在 的 充分 必要 条 件 为 
.NIOCM). 

证 ， 因 DFT 是 一 类 特殊 的 CRT, 故 由 推论 4 知 ,条 件 是 充分 
的 ， 

今 设 Zu 上 长 为 N 之 CRT 存在 , 则 由 定理 1 知 , 有 mm， …， 
aw- 6 Zn, 适合 定理 1 的 条 件 让 ), 证)。 由 也 可 知 mm ov- 


是 方程 
xN—1=0Cmdp) (hs) 


之 个 互 不 同 余 的 解 ， | 
设 px 一 1 一 qN 十 re CI 生生 0 入 < 二 N).。 则 由 
A = (oN) Kk ok 知 - 
| okt — 1 = 0 (mod pn), 
1 Ks Ci 一 0,1,.…, NN 一 1) 这 就 说 明 方 程 
: rk— 1 三 0 (mod px) 
及 个 互 不 同 余 的 解 ， 但 该 方程 在 六 之 上 时 最 多 只 有 7x4 个 解 ， 


故 由 0 委 和 < 和 知 和 站 一 0， 亦 即 Nilpi—1, 1 < s, 故 条 四 


189。 


由 推论 3 知 , 存 在 MM, 使 Zu 上 全 部 CRT 均 同 集 于 DFT. 但 
由 定理 4 和 推论 4 知 ,不 存在 M ,使 Zw 上 全 部 CRT 均 非 DFT. 
对 于 环 Zu, 我 们 还 可 更 进一步 算出 其 上 长 为 N 之 全 部 CRT 
的 个 数 。 对 此 有 下 面 的 定理 ， 
定理 5， 若 V|10CM)。 则 Zw 上 共有 CN! 个 不 同 的 CRT. 
证 。 因 Zx 上 之 CRT 与 合 定 理 1 条件 让 , 志 ) 之 和 N 元 序列 
《ms mm， …，ov-D 是 一 一 对 应 的 ， 因 此 ,只 需求 出 这 样 的 N 元 序 
列 的 个 数 即 可 . | 
由 NLOCM) 知 ,对 任意 i, 1 委 1 委 和 模 pi 次 数 为 N 之 数 了 7， 
存在 ， 若 令 gi 7 到 人 则 由 第 三 章 §2 知 ， gi 模 pi 和 模 ps 之 
次 数 均 为 N， 于 是 ， 73, 7},… ,7Y! 和 如, gj,……*, 8> 分 别 
表示 同 余 方 程 
xz 一 1 三 0(Cmnodp) 
和 
. xu 一 1 关 0Cmnodp) 
之 个 互 不 同 余 的 解 。 但 上 面 两 个 方程 之 解数 均 不 能 超过 N, 故 
它们 分 别 表示 上 面 两 个 方程 的 全 部 解 。 由 此 ,用 孙子 定理 易 证 , 方 
程 
. x*~—1 三 0 (mod M) 
有 且 仅 有 N' 个 解 aefw 凡 0 和 针头 入 一 1 1 所 所 s, 这 里 ， 
Cgft, si 表示 同 余 式 组 
f = gt: (mod pf:), 
x = gi (mod za) 
模 M 之 唯一 解 ， 


由 此 NW: 个 os 显然 能 且 只 能 作成 4 一 -NT 个 不 同 


的 入 元 序列 《om%, om，*…*, on)。 所以， 它们 是 适合 定理 1 条件 
ii 的 全 部 可 能 的 NN 元 序列 , 
下 面 只 需 进一步 证 明 。 在 这 4w: 个 N 元 序列 中 , 合 定理 1 条 
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件 证 ) 者 愉 有 (17 个 即 可 .为 此 , 设 六 元 序列 (as am … :cv-) 
之 元 素 为 
Ok 一 Cs 和 
0 委 和 js 和 一 1G 一 12 5 一 0:1 5 N 一 1 即 设 
or 二 8 (mod pH) 
人 一 1 2 一 0 1 一 1 


8 Timodpi) 人 一 1 2 
故 得 ， 
ox = YH,k (mod pi;) 

Gi=1,2,.,s; R=0,1,...,NC— 1). . 

所 以 ,如 果 N 元 序列 (aos am， …，qw-) 适合 定理 工 条 件 刘 )， 
则 必 fi0s jis jin 中 无 二 者 相等 , 又 0 jt 人 EN—1 (一 
0 1 一 1 故 必 jooj jw 为 0,1: 和 一 1 
的 一 个 排列 ， 反 之 , 若 对 i 二 1, 2 5 fi03 10 Jr 都 
是 0, 1，N 一 1 的 一 个 排列 时 ,由 ox 一 asfur，……s sj 所 得 
出 的 入 元 序列 (om, wm%，…， anw-) 必 满 足 定理 1 的 条 件 ii), 诈 》. 
因此 ,适合 定理 1' 条 件 说, 济 ) 的 N 元 序列 之 个 数 应 等 于 由 0,1,……， 
N 一 1 这 YN 个 数 所 作成 之 不 同 排列 的 个 数 的 * 次 寡 , 即 CN1)。 证 

容易 验证 定义 3 所 规定 的 环 R 上 CRT 之 间 的 同 集 关 系 具 有 
反 身 、 对称 、 传递 的 性 质 ， 故 可 依 此 关系 将 R 上 之 全 部 长 为 NN 的 
CRT 进 行 分 类 ,同类 者 此 相互 同 集 ,异类 者 此 互 不 同 集 ， 我 们 简称 
这 样 的 类 为 同 集 类 ， 由 定义 3 知 , 同 类 的 全 部 CRT， 其 矩阵 间 均 
只 有 行 的 顺序 之 差异 ， 而 从 任 一 个 CRT 之 和 矩阵 出 发 :通过 调换 行 
的 顺序 ,显然 共 可 得 到 Ni 个 不 同 的 矩阵 ,它们 分 别 对 应 着 N! 个 相 
互 不 同 但 相互 同 集 的 CRT。 故 每 一 同 集 类 中 均 有 且 仅 有 NI 个 互 
不 相同 的 CRT， 于 是 ,由 定理 5 立刻 可 得 : 

推论 5。 若 N10CM), 则 Zx 上 全 部 CRT 共 可 分 为 (N41) 
个 同 集 类 ， 
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如 前 所 述 , 在 一 般 情况 下 , 当 N10CM) 时 ,Zu 上 可 能 同时 有 
DFT 和 非 DFT 之 CRT 存在 ， 今 进而 考虑 在 上 述 CV1) 一 个 同 集 
类 中 DFT 的 分 布 情况 如 何 ? 对 此 有 下 面 的 定理 . 

定理 6. 若 N10CM), 则 Zw 上 任 二 同 集 类 中 所 含 DFT 之 
人 0 或 pCN)， 这 里 ， pCN) 表示 Euler 函数 . 

.显然 只 ! 需 证 明 ， 对 任意 给 定 的 DFT， 有 且 只 有 9p(CNV) 个 
(包括 自身 在 内 J 不同 DFT 与 之 同 集 就 够 了 ， 因 Zw 上 长 为 
入 之 CRT 与 适合 推论 1 条件 让, 说 之 4 是 一 一 对 应 的 , 故 又 只 
需 证 明 , 在 适合 推论 ! 条 件 的 全 部 0% 中, 对 任 一 给 定 的 c, 有 且 只 
有 CN) 个 we (包括 0 本身 在 内 ) 使 N 元 集 {fo"。 oo) 等 
于 NN 元 集 {of, eo,……, ov!} 就 够 了 . 

由 推论 1 条件 店 ,说 易 知 , a 模 M 之 次 数 亦 为 N， 下 内 on 
ex 一 构成 一 个 循环 群 ， 熟 知 ; 当 0 所 和 N 一 1, (kV) 一 1 时 ， 
et 互 不 相同 , 且 均 为 此 群 之 生成 元 素 .这 样 的 xt (包括 a 一 o 在 内 ) 
显然 共有 pCN) 个 ,它们 均 合 所 求 , 

“反之, 设 与 4 所 对 应 之 DFT 同 集 , 则 由 六 元 集 {o,f ,……， 
or 一 (on ol an 知 , 必 有 #1 所 zz 所 一 1， 存 在 ， 


使 gf 三 wr (mod M), 、 
于是， 
wy 二 GT = 1 (mod M ). 
从 而 
| Te 《1 <i< so), 
故 由 推论 1 条件 让 可 得 入 | 一 一 二 ,所 以 《w,N) 一 1, 即 e 必 


(Cn 5 
与 上 述 pCN) 个 ot 中 之 一 同 余 ， 证 完 . 
在 第 三 章 $2 中 已 经 证 明 , 当 NIOCM) 时 ,Zw 上 共有 
(pCN)》 个 不 同 的 DFT， 故 又 可 得 
推论 6. 若 N10CM), 则 Zu 上 共有 《9CV)) 一 个 含 DFT 
的 同 集 类 , | 
综合 本 节 所 述 , 因 NN > 1 时 , 常 有 NI 六 > pCN)， 故 当 
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NIOCM)》 时 : 

站 除 M = p! ( 即 :== 1) 的 情形 外 ，Zw 上 均 存 在 与 DFT 不 
同 集 之 CRT, 且 其 个 数 为 NI{CN1)™ 一 (pCN))'}, 

i 对 任意 M ,Zu 上 均 有 非 DFT 之 CRT 存在 , 且 其 个 数 为 、 
《CVD — (pON)). | 

例 ， 取 MM == 65 = 5.13, N = 4。 此 时 模 M 共有 16 个 4 次 
”单位 根 , 它 们 是 1, 8, 12, 14, 18, 21, 27, 31, 34, 38, 44, 47, 51, 
53, 57, 64. | , 

”由 此 16 个 4 次 单位 根 共 可 作成 .44 = 43680 个 四 元 序列 

《ms au oa oa), 按 (1) 式 即 可 作出 43680 个 Ze 上 具有 循环 卷 积 性 
质 的 变换 ， 而 这 43680 个 变换 中 可 逆 者 , 即 Zs 上 的 CRT 则 仅 有 
《41 二 576 个 ,它们 分 别 属于 以 下 述 四 元 序列 为 代表 的 《417 一 :一 
24 个 同 集 类 : 


(1, 8, 57, 64), (1,12,8,44), (1, 12, 18, 34), 
C1, 18, 47, 64), (1, 34, 38, 57), (1, 38, 44, 47), 

C8, 12, 14, 31), (C8, 14, 51, 57), (8, 27, 44, 51), 

(8, 27, 31, 64), C12, 14, 18, 21), C12, 21, 44, 53), 
(12, 31, 34, 53), C14, 18, 47, 51), (14, 21, 38, 57), 
(14, 31, 38, 47), (C18, 21, 27, 64), (18, 27, 34, 51), 
(21, 27, 38, 44), (C21, 53, 57, 64,) (27, 31, 34, 38), 
(C31, 47, 53, 64), (C34, 51, 53, 57), (44, 47, 51, 53)., 


在 这 24 个 同 集 类 中 ， 又 有 且 只 有 〈9p(4)) 和 一 2 个 是 包含 
DFT 的 ,它们 分 别 以 四 元 序列 
(1, 8, 57, 64), (1, 18, 47, 64), 


邯 

(8°, 81, 82, 83), C18°, 181, 182, 183) 
为 代表 、， 这 两 个 类 中 各 包含 pC(4) 一 2 个 DFT。 故 Zes 上 共有 
(p(4)72 一 4 个 DFT 和 (41 一 《pg(4) 六 一 572 个 非 DFT 的 
CRT. 
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-34. 二 维 CRT 


在 第 三 章 $ 6 中 , 曾 讨论 了 二 维 数论 变换 ， 即 模 M 剩余 类 环 
Zu 上 的 二 维 DFT. 现在 ,我 们 将 如 $2 中 所 作 的 那样 ， 把 二 维 
DFT 推广 到 二 维 CRT, 同时 把 在 环 Zx 上 的 讨论 推广 到 在 任意 有 
单位 元 素 的 交换 环 尽 上 去 讨论 ， 对 与 二 维 CRT 有 关 的 各 种 问题 
《如 存在 的 充分 必要 条 件 ; 正 ` 反 变换 的 具体 构造 ;二 维 CRT 与 其 
特例 一 一 二 维 DFT 的 相互 关系 等 ), 将 给 与 一 般 性 的 解决 。 前面 
关于 二 维 数论 变换 所 得 的 结果 ,在 这 里 将 作为 环 R 取 Zu、CRT 取 
DFT 时 之 特例 而 推出 . 

先 引 和 人 有关 的 定义 如 下 : 

如 在 $2 中 那样 , 仍 以 R 表 示 任 意 一 个 有 单位 元 素 的 交换 环 - 

定义 4，。 对 环 尺 中 给 定 的 Ni 十 N23 个 元 素 etw 和 bw,, ts (mrs 
ki=0,1,..…, N;—1;1i=1, 2)。 由 下 面 Ni Na: 个 等 式 


NI-I Ns-! 
XR kz 一 > Tai nad ki nibns, kz (1) 


(i 二 0, 1， Ni 一 1, i 一 1,2)。 所 确定 之 变 R 上 任 一 长 为 
Ni x N; 的 二 维 序列 xuw 为 R 上 一 个 有 相同 长 度 的 二 维 序列 
Xi 的 变换 ,就 叫做 环 R 上 的 一 个 长 为 N, x N; 的 二 维 变换 . 

| 若 以 A， B, x, X 分 别 记 由 Akis ny b,,, kz9 Xn nz XR 所 作 成 
的 N 阶 , 和 V 阶 , Ni X NN; 维 , N, Xx NN, 维和 矩阵 , 则 二 维 变 换 (1) 可 
用 矩阵 表达 式 

X= AxB : 《27 

表示 之 .值得 注意 的 是 ,变换 (1) 的 矩阵 表示 式 并 不 唯一 , 因 对 环 

有 中 任 一 可 逆 元 素 a, 表示 式 
= (A)xCa™'B) 
显然 与 表示 式 (2) 表 同 样 的 变换 (1)， 

将 (2) 转 置 可 得 
X = Bx'A’, 
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显然 , 它 实 际 上 与 2) 表示 同一 个 变换 (1), 但 在 形式 上 却 有 长 度 

Na x NM。 故 在 今后 的 讨论 中 ,可 不 失 一 般 性 地 假定 NM < MV. 
定义 5， 环 尺 上 一 个 长 为 N x Na 的 二 维 变换 (2) 叫做 可 道 

的 ,如 果 存 在 一 个 变 X 为 x 的 长 为 NX N; 的 变换 x = CXD. 
定义 6， 环 R 上 两 个 长 度 同 为 N, x Na 的 二 维 序 列 


Xo,0 “"”” Yo0Nz 一 ho,o 6 Ta 一 ! 
=| ......- ov 科 一 | 
YNi 一 0”"” “和 区 Ni Ns—l AN,—1,0° “ AN Na 
的 二 维 循环 卷 积 是 指 由 下 式 
NI1-1 Ni 一 1 
Vk £2 一 >) Yo na Rn DN (R22 ON2 
71=0 #4,=0 , 


CR = 0,1,..*,N;—1;i=1, 2), 
所 确定 的 一 个 二 维 序列 


Yos0 “°° Yo,N;s~l 
| 。 
Ni 一 bb0 7” VN, Na 一 


定义 7. 环 R 上 一 个 长 为 W X ma 的 二 维 变换 (2) 叫做 具有 
循环 卷 积 性 质 的 ,如 果 对 RR 上 任意 两 个 长 度 同 为 Ni Xx Na: 的 二 维 
“序列 x 和 kh 以 及 它们 的 循环 卷 积 7 当 令 X= AxB, H = AhB。 
Y 一 AyB 时 , 均 有 

从 人 

(k= 0, 1 Vi 一 1 一 1，2)， 

定义 8。 环 RR 上 一 个 长 为 W x mV: 的 具有 循环 卷 积 性 质 的 可 
逆 二 维 变换 简称 为 环 尺 上 的 一 个 长 为 Y x N; 的 二 维 CRT.， 

关于 二 维 CRT 8 果 是 下 面 的 定理 . 


六 一 Aswv: XI 和 X 一 Bax 后 下 六 和 和 Na 
的 一 维 CRT， 这里,B 素 示 B 的 转 罩 第 降 ， Xian zw 和 Xon， 
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在 第 三 章 $6 中 讨论 二 维 数论 变换 时 ,由 于 变换 的 形状 已 事先 
给 定 , 故 所 需 了 予以 确定 的 仅 有 w 和 8 两 个 数 而 已 ， 而 在 这 里 ,变换 
和 矩阵 是 一 般 的 形式 。 需 要 予以 确定 的 元 素 4;, b,j 共有 乓 十 对 
个 . 故 定理 7 的 证 明 较 烦 , 这 里 就 不 一 一 写 出 了 。 读者 可 参看 书 
末 所 引 参 考 文献 [16]. 

定理 7 把 对 任意 环 尺 上 长 为 NX Na 的 二 维 CRT 的 讨论 完 - 
全 地 归结 为 对 环 R 上 长 为 W 和 ;的 两 个 一 维 CRT 的 讨论 。 因 
此 ,前 面 两 节 中 关于 一 维 CRT 所 得 出 的 一 整套 结果 均 可 推广 到 二 
维 CRT 的 情形 中 去 ,并 得 出 一 整套 相应 的 结果 来 。 下面, 我 们 择 
要 列 出 所 得 之 相应 结果 , 且 因 证 明 较 容易 , 故 均 略 去 ， 


,的 二 个 长 为 Nx Ns 的 二 维 CRT 的 挛 分 必 票 条件 是 ,存在 NN 十， 


个 元 素 ui， PIERC = 0, 1 一 1 一 0,1，……，Na 一 1)，, 
适合 


D 1] ..。1 
1 pv 
有 一 | .ov ， B= 82 BY :(3) | 


1 ow oo : : 
pp 

i) 哆 :一 挤 一 1 G 一 0，1 Ns j=0, 1 Ns); 
这 7 对 0 < 人 N10 <ihNM—1,%,— oo 


© © 1 % © 8 


1 1 1l 
一 人 一 了 
oo CZ1 CN 一 ! 
一 一 一 1 1 
A AM , 
Tl) oT Nt), 。 ‘wy 


el96. 


1 pp 
1 pi! , "BT ND 


ee 


由 此 立 得 下 面 两 个 推论 : 

推论 7， 环 R 上 长 为 W x N; 的 二 维 DFT 存在 的 充分 必要 
条 件 为 ,存在 w, 6e R, 适合 下 面 的 条 件 : 

D om 一 1， pv 一 1; 

i) 对 11 委 7> 委 Ni 一 1 1 委 委 方 一 1 一 1 和 5 一 1 
之 道 元 素 均 存 在 ， 

推论 8， 若 推论 7 之 条 件 成 立 , 则 必 有 NT !, N7' 存在 , 且 

1 1 oa. ~ 1 

一 aM) 


1 oN~D., 0 Ni)? 


1 1 ... 1 
1 BF! «PN 
1 PVN.. BN) 

定义 9. 设 义 一 AxB;, i 一 1, 2, 是 环 R 上 两 个 长 度 相同 的 
二 维 CRT， 若 Ai 和 A: 只 有 行 的 顺序 差异 , 而 B 和 B, 只 有 列 的 
顺序 差异 , 则 称 此 两 个 二 维 CRT 是 同 集 的 . 

定理 10. 对 给 证 网 下 区 和 ,着 在 环 R 中 二 而 方 


取 R 为 特定 的 环 本 得 
定理 8.. 和 "p's, 则 环 Zw 上 长 为 NX WN, 之 二 


oo 0 0 ® © © ® © « 
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5 蛮 短 时 县 有 03) 之 形状; 
i) er = py: = 1 (mod M); 
iii) 当 0 i<igN—1,0<i<heN 1 时 , 均 
有 
《aa 一 0 pr) 一 Cp;, — pi,, pr) = 1 CR 一 1,，2,………， DA 
推论 7，Zw -上 长 为 Ni x Na 之 二 维 DFT ( 即 二 维 数论 变换 ) 
存在 的 充分 必要 条 件 为 ,存在 整数 c, 6e Zu, 适合 下 列 条 件 : 
i) oe:= BY 1 (mod M); 
i) as;68 模 pk 《% 一 1,2,… ss)， 的 次 数 分 别 为 N, 和 Na. 
定理 11, Zx 上 长 为 NX Na 的 二 维 CRT 和 二 维 DFT 存在 
的 挛 分 条 件 同 为 : 
[Ni, N;]| OCM), 
这 里 ， [Ni, N,] 表示 Vi， N; 之 景 小 公 倍 数 ， 
定理 12. 若 LN,, N,]| OCM), 则 Zm 上 共有 CN » N21)’ 
_ 个 不 同 的 长 为 Y X N, 的 二 维 CRT， 和 i! Na 个 同 集 


© s © © 。 


CCvwD ND 个 同 集 类 
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第 八 童 数论 变换 在 其 他 方面 的 应 用 


前 面 ， 我 们 主要 介绍 的 是 用 数论 变换 求 整数 以 及 复 整数 的 着 
积 , 在 数字 处 理 时 要 计算 这 样 的 卷 积 运算 。 本 章 将 介绍 数论 变换 
理 大 数 相 乘 、CF(b”") 上 的 多 项 式 相 乘 以 及 GFC《p) 上 的 多 项 式 相 
除 和 求 广义 Baker 序列 等 方面 的 某 些 应 用 ， 


$ 1. GF (pn") 上 的 多 项 式 相 乘 
设 一 GF(p"), 则 F[x] 中 的 多 项 式 
ED 一 六 sr， 8 = hr, 


ais hiEF G=0,1,.…, Mi—1; j=0,1,..…, M,— 1) 
之 乘积 为 


Mi+M,—2 
ce = 人 eax 
i=0 

| Mi-l 
Cn 一 > a hn 一 >， Akh nk 

OKIEM1-1 R1=0 

o<kcMa-1 0 ”IMT 

炎 1 十 大 2 一 隆 

Cz 一 0， 1 Mi 二 AM 一 2)， ”1) 


(1) 式 给 出 了 序列 U0 Hs ", AM- 和 po 说， hm 的 (非特 
环 ) 卷 积 。 

如 果 有 NN 一 2” 宇 Mi 十 Mi 一 1,N|p* 一 1, 就 可 用 F 上 长 
为 六 的 DFT 来 计算 这 个 卷 积 , 否则 就 要 构造 出 F 二 GF(p") 的 
一 个 扩 域 F == GF(p"), 使 得 jp 一 1 成立, 这 时 才能 运用 数 
论 变换 ， 
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顺便 指出 , 当 ”一 1 时 , 即 了 = GFCp) 时 ,可 把 f(x), g(x) 
的 系数 视 为 有 理 整 数 ， 用 数论 变换 求 出 c,。 再 求 《es》。(n = 0， 
i,……s M1 二 M; 一 2), 便 得 出 了 fx)g(x) 的 系数 。 


$ 2. 大 整数 相 乘 


设 将 a, 4 分 别 表 示 成 x 进 制 数 


M1-! 


M2-1 
a 二 > adMi，。 及 二 > hi , 
i=0 i=0 
则 


Mi+M2 一 2 


ei 由 (1) 式 给 出 ,但 这 里 的 e; 不 一 定 满足 0 过 ci < x。 故 需 适当 
处 理 才能 得 出 o 的 进 制 数 表 示 . 


$ 3. == GF (p) 上 的 多 项 式 的 除法 


设 
1I+Mz 一 2 


Mi 一 1 
fCx) 一 >) ax ce(s7) 一 2 ex! 
i=0 i=0 


(Mi>2, M2), ais ej€EF (1=0,1,.'', Mi—1;1= 010, 
1,.…, Mi 十 M, 一 2), 其 中 f(x) 是 F 上 的 不 可 约 多 项 式 ， 我 们 
需要 判断 . 

1Cx)|elx) 或 Hx)te(x)， 
如 果 fCx)1e(x), 则 求 虫 商 


Ma-1 


g(%) 一 2 hixi, 


方法 是 选择 N 和 适合 
N=2* 之 M+ M,C—!1, 2"7|p”"—1, Mi 一 142。 
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G03 0 AM-ls hu > 0 4N-L 一 0， 
E03 E19° 2MiHM- EMHMt 一 EM4M; 一 … = ew = 0, 


再 设 


一 工 
Ex 一 2 en0e"k (X= 0, 1,***, NC— 17， 
8 一 0 


N—1 
A 二 2) quo Ck = 0,1,.*…,NC— 1), 
n=0 


se GE(p") 是 2 次 本 原单 位 根 ， 由 于 

4 一 KoD (一 0 1 N 一 1)， 
故 4 关 0 (一 0,1,……s NN 一 1), 否则 将 存在 某 一 个 *。 有 
和 一 0, 设 以 一 8。 我 们 有 


{> zB' |ii € GFCp) (@ 一 0.。1 *, Mi 一 ?| 一 GRFCpurD， 


i=0 


是 GF(p") 的 一 个 子 域 .这 与 M, 一 1fn 矛盾. 故 可 令 
Hi= Er 4R (R=0,1,., No 1), 
。 而 用 数论 变换 求 出 


Cn 一 Ma 一 1 M,N— 1), 
因为 Kx)je(x) 与 否 和 F 一 GF(p) 或 了 一 GF(p") 无 关 ,; 所 以 
{x) leCx) 的 充分 必要 条 件 是 hi 一 .… 一 如 一 0， 且 当 


2) 
hy, hy 0 时 ， 2 ye 
$4. 计算 序列 的 相关 函数 


本 节 将 指出 ， 两 个 周期 序列 的 互相 关 函 数 可 化 为 求 序 列 的 循 
环 卷 积 ,从 而 也 提供 了 寻找 广义 Baker 序列 的 一 个 方法 , 因 Baker 
序列 取 1 或 一 1 两 个 值 ,这 时 数论 变换 的 选择 将 比较 容易 . 
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设 do0。G **s MN b, , .， by 是 两 个 周期 为 的 序 
列 , 即 airw 一 ai DAHN 一 5b:，。 其 互相 关 函 数 定义 为 | 


- N-1 


BCL)= Dabinr (L=0,1,.…,N— 1). 


如 果 ai 一 bi(i 一 0,1，…:N 一 1)， 则 称 上 式 为 C0 G19°" "3 
av- 的 自 相关 沙 数 .。 今 作 序列 x, = ann, hs 二 bs (n= 0， 
1,.……,N 一 1), 求 其 循环 卷 积 得 


N— 六 一 上 
= >)xkhr bw 一 DY) Avahtw -bw 
k=0 k=0 
N-1 N-1 
一 Daherow 一 2 asbr+t 
CL 一 0,1， 一 1)， 
故 得 BCL) = 一刀 (L=0,1,.…,N— 1). 
现在 设 403 G3 " ”5 CN 一 为 非 周 期 有 限 序 列 , 且 2 一 1 或 一 1 
- (@ =0,1,."……,NC— 1)，, 其 自 相 关 函 数 定义 为 


N—-1-—L 


CCL)= DD) a CL =0,1,..,N—1). 
大 二 0 
如 果 |C(L7) 和 1 (一 1 2 NW 一 1)、 则 序列 ao am， 
an 就 称 为 Baker 序列 ， 如果 
[ICCL)| Eu, #2 (LL=1,2,...,N— 1), 

此 时 20。01。 *, UN 就 称 为 广义 Baker 序列 . 

现在 设 x; 二 a 一 0,1……:,N 一 1), xz 一 00 一 N 
2N 一 2,… ,2 一 1)D， 这 里 满足 2 志 2N 一 1>> 2 ， 并 将 
此 序列 作 周 期 为 2 的 延 折 ;, 即 设 xx+z 二 x4， 求 其 自 相关 函数 ,并 
令 工 二 1,2,，…*, 入 一 1 可 得 


2—1 N-1 
BCL) 一 >) rerirr = 2) rarktr 
k=0 k=0 


2 因为 要 用 数论 变换 作 快 速 演 段 ,一 般 将 序列 延长 到 2: 一 1, 实际 延长 到 2N 一 2 
就 行 了 。 
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和 一 1 一 


N—1 
一 了 >， XRYE+L 十 >, XRXLEL 
k=0 k=N-L 


~ N-1l~L N-1-—L 


一 >, XRXR+L 一 > akakHL = CCL) 
k=0 


k=0 

目前 ,对 这 类 广义 的 Baker 序列 基本 上 没有 一 般 性 的 结果 ,只 
能 在 电子 计算 机 上 用 "* 穷 举 法 "逐个 检验 其 自 相关 函数 . 易 知 , 其 
全 部 乘 、 加 法 次 数 的 阶 是 0CN”)， 随 着 的 增 大 ,计算 量 急 剧 增 
加 ,要 判定 有 无 长 为 N 的 广义 的 Baker 序列 是 非常 困难 的 。 如果、 
采用 上 述 的 方法 。 用 数论 变换 来 计算 , 则 所 需 乘 ,加 法 次 数 的 阶 可 
降 为 OCN log; N)， 这 是 因为 

22N—1>271. 
故 用 数论 变换 作 快 速 演 段 (与 FFT 一 样 ) 所 需 的 全 部 乘 、 加 法 次 数 
大 致 为 
. 3.2 二 2 一 2CN 一 1)[3log)2(2V — 1)+ 1] 
= O(N log; N), 
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